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Resumo

O presente trabalho propoe uma abordagem baseada em circuitos quéanticos
a fim de refutar o realismo local e a nao-contextualidade simultaneamente,
reforgando a interpretacdo quéantica da realidade. Inicialmente, detalhamos
o contexto historico em que houve a proposicao desses conceitos por meio
do paradoxo EPR e sua seguinte refutacao por meio dos teoremas de Bell e
Kochen-Specker. Em seguida, sao explicados os fundamentos da computagao
quéntica necessarios para o entendimento dos circuitos desenvolvidos. Por fim,

a prova em que nos baseamos é apresentada junto ao conjunto de circuitos
criados pra demonstra-la em um computador quantico real.



Abstract

The present work proposes an approach based on quantum circuits in or-
der to simultaneously refute local realism and noncontextuality, reinforcing
the quantum interpretation of reality. Initially, we detail the historical con-
text in which these concepts were proposed through the EPR paradox and
their subsequent refutation through the Bell and Kochen-Specker theorems.
Next, the fundamentals of quantum computing necessary for understanding
the developed circuits are explained. Finally, the proof on which we rely is
presented along with the set of circuits created to demonstrate it in a real
quantum computer.
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1 Introducao

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen propuseram um experimento mental para
sustentar a ideia de que a mecanica quantica ndo é uma teoria fisica completa [1].
Esse experimento, que, em acordo com o conceito de elementos de realidade, deu
origem ao paradoxo EPR, concluiu que a fun¢ao de onda nao fornece uma descrigao
completa da realidade fisica, deixando em aberto a possibilidade da existéncia de
uma descrigao como essa e motivando a criagao de teorias alternativas para preencher
as lacunas deixadas pela mecénica quantica. Essas teorias normalmente se baseiam
nos conceitos de realismo local e nao-contextualidade. O realismo local consiste na
ideia de que a causa de uma mudanca fisica deve ser local, ou seja, uma coisa s6 muda
se algo perturba-la localmente, e que as propriedades dos objetos sao reais e existem
no universo fisico independente de nossas mentes. Ja a nao-contextualidade é a
negagao da contextualidade, que é uma caracteristica da fenomenologia da mecanica
quantica pela qual as medigoes de observaveis quanticos nao podem ser simplesmente
pensadas como revelagoes de valores pré-existentes.

No entanto, algumas décadas depois, dois importantes teoremas foram elabora-
dos com o intuito de refutar tais teorias, sendo eles o Teorema de Bell [2] e o Teorema
de Kochen-Specker [3]. Enquanto o primeiro estabeleceu a nao-localidade como uma
caracteristica de qualquer teoria de variaveis definidas que recupere as previsoes da
mecanica quantica, o segundo provou que a contextualidade é uma caracteristica
inevitavel de tais teorias. Tendo isso em vista, o paper “Simultaneous All-versus-
Nothing Refutation of Local Realism and Noncontextuality by a Single System” [4]
propoe um experimento baseado na 6ptica quantica para refutar o realismo local
e a nao-contextualidade ao mesmo tempo. Dessa forma, tomamos como base esse
artigo e adaptamos o experimento em questao para um circuito quantico, usando a
linguagem Python e a biblioteca Qiskit da IBM® [12].

2 Circuitos quanticos

2.1 Introducao

O experimento desenvolvido neste projeto é totalmente baseado em circuitos quanti-
cos, de tal modo que as paginas a seguir serao utilizadas para explica-los. Um circuito
quéntico é construido a partir de qubits (andlogo quantico de um bit classico), que,
apods serem iniciados, passam por alguma forma de computagao e retornam um valor
quando sao medidos ao final do processo. Em geral, se nao passarem por nenhum
tipo de transformagao, os qubits sao inicializados para retornar 0 ao sofrer medigao.
Assim, para obter outros valores, usamos as chamadas portas quanticas para alterar
o estado dos qubits em um circuito. A mais simples das portas quénticas é a porta
X (equivalente quantico da porta NOT classica), que transforma o qubit do estado
|0) para o estado |1) e vice-versa.

0) = [X] = 1) = [X] = 10)



Existem, no entanto, portas quanticas que agem em mais de um qubit. O exem-
plo mais comum é a porta NOT Controlada (CNOT), que é aplicada em um par de
qubits. A porta CNOT, que guarda grande semelhanca com a porta XOR cléassica
[6], aplica uma porta X no qubit alvo (¢2) se o qubit controle (¢1) estiver no estado
|1), ndo fazendo nada se o qubit controle estiver no estado |0). A diferenga principal
entre a XOR classica e a CNOT é que a primeira retorna apenas um bit, enquanto
que a sua analoga quantica tem dois qubits como saida. A tabela abaixo mostra os
valores obtidos pela aplicacao da porta CNOT em diferentes pares de qubits:

Entrada (ql, q2) | Saida (ql, q2)
10), |0) 10) . 10)
1), 10) 1), 1)
10), [1) 10), 1)
1), [1) 1), 0)

Tabela 1: Efeito da porta CNOT. Perceba que o efeito da porta XOR se manifesta
no g2

Outro exemplo de porta quantica que atua em mais de um qubit é a porta Toffoli,
analoga & porta AND cléssica, que altera o estado do qubit alvo se ambos os qubits
controles valerem |1).

1) —
1) —
0) —b— 1)

2.2 Estados quanticos

Para descrever o estado do sistema quantico, usamos os chamados vetores de estado.
Diferente de um circuito classico, em que cada bit sempre possui um valor bem
definido (0 ou 1), em um circuito quantico, os qubits podem assumir um estado
mais complexo antes de serem medidos. Partindo dos casos mais simples, definimos
como |0) e |1) os estados em que 100% de chance de medir 0 e 1 respectivamente.
Representa-los-emos da seguinte forma:

o =[] =13 )

Esses estados sao linearmente independentes, ou seja, nao é possivel escrever |0) em
funcao de |1) (s@o mutuamente exclusivos). Além disso, esses estados sdo ortonor-
mais: sdo ortogonais, porque (0|1) = 0 (sdo perpendiculares) e sdo normalizados
pois [|0)| = [|1)| = 1. Essas propriedades nos permitem formar uma base, de
modo que qualquer outro estado quantico de um qubit pode ser escrito como uma
combinagao linear de |0) e |1):

l9) = a0) + 51) (2)

Esse novo vetor é chamado de vetor de estado e resume as informagoes do qubit que
representa.



Agora, precisamos entender como ocorre a medi¢cao em um circuito quantico.
Toda medicao desse tipo se baseia na seguinte regra: a probabilidade de obter
algum valor x a partir da medi¢do de um determinado estado |¢) é dada por

p(x) = | (=) [* (3)

Para achar a probabilidade de obter z, que pode ser qualquer estado, calculamos o
produto interno de |z) com o estado que estamos medindo (|¢)) e elevamos o médulo
do resultado ao quadrado. A titulo de exemplo, tomemos o estado

1 7
\Q>:E’0>+—2|1>,

que estda em uma superposigao de |0) e |1). Partindo da equacao (3), descobrimos
que a probabilidade de medir |0) é

l

(010) + 7

(0lg) = (O[1)

Essa regra mostra que as amplitudes estao relacionadas as probabilidades, de
modo que o vetor de estado deve estar normalizado (afinal, a soma de todas as
probabilidades de qualquer situacdo deve somar), ou seja, sua magnitude deve ser
1:

(Yy) = 1. (4)

Logo, para a equagao (2), tem-se:

af* +|6* = 1. (5)
E importante ressaltar que as regras de medicdo e de normalizacio também se
aplicam a estados de mais de um qubit, os quais serao detalhados mais adiante.
Vale, ainda, relembrar o conceito de fase global. Tomemos o seguinte vetor de
estado como exemplo:
m — ). (6)

]

Usando o método de medigao, obtemos
[ (2] G I1)[* = Ji ([ 1) [* = | ([ 1) *. (7)

Note que os vetores de estado |1)e i|1) geram os mesmos resultados ao serem me-
didos. Isso significa que esses vetores descrevem estados fisicamente equivalentes e,
portanto, indistinguiveis.



Outro elemento importante dos circuitos quanticos é que depois de medir um
qubit, sabemos seu estado com 100% de certeza, independente das probabilidades
que tinhamos antes de medi-lo. Por exemplo, medindo um qubit no estado (2)
e obtendo o valor 0, obteremos o valor 0 de novo se medirmos esse qubit outra
vez. Em outras palavras, o qubit colapsa em um determinado auto-estado apds a
medicao, de sorte que qualquer outra aferigao retorna o mesmo valor. Devido a essa
peculiaridade da teoria quantica, as medi¢oes dos qubits sao realizadas apenas ao
final do circuito, a fim de aproveitar as vantagens que os qubits possuem em relagao
aos bits classicos.

Além disso, tendo em mente que é impossivel medir a fase global de um qubit,
apenas diferenca de fase entre os estados |0) e |1), é razoavel pensar em um qubit
como a combinagao linear de dois ntimeros reais nao negativos e uma fase relativa
entre eles:

la) =70) +ed[1). (8)

Como o qubit deve estar normalizado, podemos usar a identidade trigonométrica

Vy24+02=1, «sinz+cos2z=1 (9)

para escrever 7y e 0 em fun¢ao de uma tnica variavel 6 € [0, 7]:

0 0
v =cos, 6:sin§. (10)

Assim, é possivel descrever o qubit |¢) em funcdo apenas de duas variaveis reais ¢ e
0:
0 , 0
lq) 20085\0) +el¢sin§|1>. (11)

Dessa forma, interpretando ¢ e 6 como coordenadas esféricas, podemos represen-
tar qualquer estado de um qubit geometricamente em uma esfera de raio 1 (afinal,
o estado esta normalizado). Essa representacao é conhecida como esfera de Bloch e
é especialmente util para visualizar transformacoes de um qubit.

10y

Figura 1: Representacao geométrica do estado |+), cujas coordenadas esféricas sao
0=m/2e¢p=0.



2.3 Transformagoes de um qubit

Definidos esses conceitos, podemos comecar a pensar em como podemos alterar os
estados quanticos. Utilizaremos as matrizes de spin de Pauli. Essas matrizes sao
especialmente tteis porque podem descrever qualquer transformacao quantica em
funcao de o,, oy, 0, e 0, sendo d a identidade. Geometricamente, essas matrizes
representam rotagoes de 7 em volta de certo eixo da esfera de Bloch, de modo que
a matriz o, rotaciona em torno do eixo z da esfera, a 0, em torno de = e assim por
diante.

A porta X mencionada anteriormente pode ser representada pela seguinte matriz:

x=|} o =l ar mo. (12

Para constatar o efeito exercido sobre o qubit, multiplicamos o estado |0) pela matriz

Bt

10) )

Assim como a matriz X, as matrizes Y e Z de Pauli também podem agir como

portas quanticas:
0 —1 1 0
-0 ], 21 o). ”

Quando aplicamos a porta Z nos estados |0) ou [1), ela parece nao ter nenhum
efeito. Isso acontece porque esses estados sao os dois autoestados da porta Z. Por
essa razao, a base computacional, formada pelos estados |0) e |1), é também chamada

de base Z. No6s também podemos ter uma base formada pelos autoestados da porta
X:

1 1
[+ = 500+ 1 = —= 1] .
1 1 1
= -y == | 4]
Ja para a base Y, seus autoestados sao:
b - 1
B = (0 +i11) == 1], »

L= =0 - == [ 1]

Além das portas de Pauli, existem outras portas quéanticas usadas para compor
circuitos. A mais importante delas é a porta de Hadamard (ou porta H), que permite
criar uma superposicao dos estados |0) e |1):

H= % E _11} . (17)

9



Essa porta realiza as seguintes operacoes:
H10)=1|+), HI[1)=]-). (18)

O fato de ser uma matriz hermitiana (ou auto-adjunta), isto ¢, ela é a sua propria
conjugada transposta, permite-a fazer a operacao inversa:

Hl+) =10), H|=)=[1). (19)

Em outras palavras, a acao da porta H também pode ser pensada como uma trans-
formacao entre as bases Z e X e vice-versa.

Outra porta quantica de relevancia é porta de fase ou porta P (phase gate). Sua
caracteristica principal é o fato de ser parametrizada, ou seja, depende do valor ¢
para ser executada. Esse valor indica o angulo de rotacao em torno do eixo Z a ser
realizado. A sua forma matricial é:

F= {(1) 69¢]' (20)

Vale notar que a porta Z é um caso especifico da porta P para ¢ = 7.

Outra porta que pode ser interpretada como uma situagao especifica da P ¢é a
S, também chamada de porta vZ. Ela realiza uma volta de ¢ = 7 /2 em torno do
eixo Z. E importante notar que essa porta nao é hermitiana, o que significa que ela
nao é a sua propria inversa: SS # I, sendo I a identidade. Assim, definimos a sua

inversa como ST (“S adaga”, “Sdg” ou \/?T), de modo que SST = I:

1 0 1 0
- i f - im | .
S {O ez} ’ 5 [0 6_2:| (21)

A notacio vZ advém da propriedade SS = Z.

Essa porta tem a capacidade de alternar entre as bases X e Y, assim como a
Hadamard alterna entre as bases X e Z. Assim, caso tenhamos um estado |+)
podemos aplicar a S e transformé-lo no estado |R). Para fazer o contrario, basta
aplicar a ST. Para se transformar da base Y para a base Z, é necessario combinar
as portas ST e H. Tomemos como exemplo o estado |L):

HST!L>:%E —11} [(13 —OZ]%EJ

“ab =fem

Analogamente, HS'|R) = |0). E interessante observar que, enquanto a Hadamard
faz a tanto a transformacao X — Z quanto Z — X, a porta S faz a mudanca
X — Y e uma porta diferente é necessaria para realizar Y — X, no caso a ST. Caso
aplicdssemos a S na base Y, ocorreria a mudanca para a base X ainda sim, mas a
ordem dos vetores ficaria invertida, o que nao se releva 1til. Essa distin¢ao pode ser
interpretada pelo modo de acao das portas: a porta H se revela como uma mudanca

(22)

10



de posicao dos eixos X e Z da esfera de Bloch, isto é, uma reflexao da esfera pelo
eixo que passa entre os eixos X e Z enquanto que a S é uma mera rotacao pelo eixo
Z, que acaba servindo como X — Y.

Um ponto chave para o entendimento do experimento é a medi¢cao do qubits.
Os computadores quanticos sdo capazes de medir apenas nos estados base |0) e |1),
que sao auto-estados da base o,, dai o nome base computacional. Portanto, caso
queiramos medir um estado a partir do ponto de vista de uma base diferente da Z,
devemos realizar uma transformacao, de forma que os auto-estados dessa base sejam
transformados para |0)e|1). As transformagoes mais comuns sdo as supracitadas
X—=>ZeY = Z.

2.4 Estados de varios qubits

Da mesma forma que um qubit apresenta dois autoestados possiveis, dois qubits
formam um sistema com quatro niveis. Assim, para descrever esse estado, serao
necessarias quatro amplitudes de probabilidade, que serao armazenadas em um vetor
de quatro dimensoes:

Qa
|a> = Qpo |00> + ap1 |01> + aqo |10> + a1 |]_1> = 01 . (23)

Assim como no caso com um qubit, o vetor precisa estar normalizado:
|aoo|* + [aor]* + [awo|* + lan[* = 1. (24)

Além disso, podemos descrever o estado conjunto de qualquer quantidade de qubits
usando o produto de Kronecker:

=[] w-[2]

lbo} apby

@ >y, aoh
ab) = |a) ® |b) = Hl =0 (25)

% b(] a1b0

“ by a by

De modo que
|a) @ [b) = [a) [b) = |ab)

Logo, para n qubits, teremos um vetor formado por 2™ amplitudes.

Por exemplo, o circuito
a0
i
02

11



¢ representado pelo vetor

1
+++)=——=
8

I
I}—‘P—‘)—‘HH}—‘P—‘)—‘

Agora que sabemos como representar o estado de varios qubits, também podemos
representar a porta C' NOT matricialmente. Como mencionado anteriormente, essa
porta realiza a a¢do da porta X no qubit alvo se o qubit controle for |1). Em
um vetor de estado de 4 dimensoes, a porta CNOT pode ter as seguintes matrizes
dependendo de qual qubit for o controle e qual qubit for o alvo:

100 0 1000
0001 0100

CNOT = | o 1 ol CNOT =1/ o o | (27)
0100 0010

Nos ja sabemos como a CNOT age em estados classicos, porém o mais interes-
sante acontece quando ele age em um qubit em superposicao. No circuito

a0
ql ——
q0 esté no estado |+), produzindo o estado:

1

0+) = 7

(100) + [01)). (28)

Ao aplicar a CNOT,
¢ —{Hl—4—
gl ———

1

V2

obtemos o estado
CNOT |0+) = (]00) + |11)), (29)
que esta emaranhado.

O estado que acabamos de obter é conhecido como um Estado de Bell, sendo
que ele tem 50% de chance de ser medido no estado |00), e 50% de chance de ser
medido no estado |11). O mais interessante ¢ que esse estado nao pode ser descrito a
partir de dois qubits separados. No entanto, é preciso destacar que mesmo os qubits
estando em superposicao, medir um deles nos dara também o estado do outro. Ainda
que os qubits estivessem muito distantes um do outro, medir o estado de um desses
qubits colapsa a superposi¢ao e tem um efeito imediato no outro. Esse fendmeno
contraintuitivo motivou a elaboracao do paradoxo EPR no comeco do século XX,

12



sendo entdo referido como “agdo assustadora a distancia” |7]. Os possiveis estados

de Bell sdo:
1 1

6%) = 5 (100) = 1), 1) =

A tabela a seguir mostra como os qubits devem ser preparados pra se obter um dado
estado de Bell usando o circuito acima.

[97) | 00 || [¢~) | 01
[v*) |10 | [$7) | 11

Tabela 2: relagao entre os estados de Bell e a entrada ¢;qp.

(|01) £ 1]10)). (30)

Ainda, podemos generalizar esse estado de maximo emaranhamento para trés
qubits. Uma forma possivel é o estado de Greenberger-Horne-Zeilinger ou estado
GHZ [9]. Esses estados sao:

+ _i + _i
95) = 5 (1000) £ [111)).[9) = —(|100) £[011)), "
BF) = ——(|010) % [101)), [9F) = —(j001) £ |110)).

2

Sl

V2

A preparagao do estado GHZ é feita por

0 {17

q1

N
GV

q2 b

Analogamente, esta é a tabela de preparagao dos estados GHZ.

) [ 000 || [®5) | 001
) [ 100 || [@7) | 101
[©5) [ 010 || |®5) | 011
V[ 110 || [@;) | 111

Tabela 3: relagao entre os estados GHZ e a entrada ¢2q;qo.

Como as portas H e CNOT sao auto-adjuntas, para se medir um estado GHZ,
basta aplicar o circuito apresentado na ordem e inversa e utilizar a tabela 3.

Vale ressaltar que essa nao ¢ a tnica generalizagcao existente e que, ao contrario
dos estados de Bell, nao é possivel obter todos os estados de trés qubits que existem
a partir dos oito estados GHZ [13].

3 Conceitos importantes

Esta secao dedica-se & melhor compreensao de trés conceitos fundamentais para o
entendimento da prova proposta neste trabalho. Esse conceitos sao o paradoxo EPR,
a nao-localidade e a contextualidade.

13



3.1 Paradoxo EPR e nao-localidade

O paradoxo EPR consiste em um experimento mental proposto pelos fisicos Albert
Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen, elaborado com o intuito de provar que a
descricao da realidade proporcionada pela mecanica quantica esta incompleta. Na
proposi¢ao original, existem duas particulas, A e B, que interagem brevemente e
passam a se mover em direcoes opostas. De acordo com o principio da incerteza, é
impossivel medir tanto o momento quanto a posicao da particula B com exatidao. No
entanto, seria possivel medir a posicao da particula A, e com isso se poderia inferir
a posicao da particula B. Analogamente, medindo-se o momento de A, calcula-se o
momento de B. Assim, seria possivel obter valores reais para a posi¢do ou para o
momento de B realizando medic¢oes apenas na particula A. Tal situagao estabelece
um desafio a teoria quantica, pois prevé que tanto a posi¢ao quanto o momento de
uma particula devem ter valores definidos, enquanto a mecanica quéantica postula
que ambos os valores nao podem ser simultaneamente conhecidos.

Adicionalmente, os autores reiteram que em um experimento no qual o resultado
de uma medicao é conhecido antes que a medigao ocorra, precisa existir algo como
um “elemento de realidade”, uma varidvel definida, que determine o resultado da
medicao. Segundo eles, esses elementos de realidade sao locais, ou seja, pertencem
a um determinado ponto ou regiao do espago-tempo, podendo ser influenciados
apenas por eventos que acontecam nas proximidades. Ou seja, informalmente, é
como se houvesse uma “maquinaria” dependente apenas de eventos passados que
manteria os estados permanentemente emaranhados, de modo que uma medicao
apenas revelaria um valor determinado por esse “mecanismo”. Conforme definido
por Brunner et.al em [10], "a presungao de localidade implica que nés deveriamos
ser capazes de identificar um conjunto de fatores passados, descritos por algumas
variaveis A, que tem uma influéncia causal conjunta em ambos os resultados e que
contabiliza a dependéncia entre A e B", sendo que A\ é muitas vezes denominada
variavel oculta local.

No entanto, a teoria quantica se configura como nao-local, conforme sera discor-
rido adiante, j& que uma medicao realizada em um particula de um par emaranhado
causa um efeito imediato na outra, por maior que seja a distancia entre as particulas
no espaco-tempo, conflitando com a premissa de localidade estabelecida no paradoxo
EPR. No exemplo tomado acima, ao se medir a posicao da particula A, a funcao de
onda da posi¢ao da particula B colapsa instantaneamente em um valor especifico,
de modo que o seu momento se torna incerto.

A primeira vista, tal constatacao aparenta contradizer o limite de propagacao de
informagao estabelecido pela teoria da relatividade. Na verdade, quando a fungao
colapsa, na pratica, nenhuma informacao é transmitida. Tendo em vista as ideias
desenvolvidas por David Bohm, o qual propds uma versao mais pratica do paradoxo
EPR [15], imaginemos a seguinte situacdao. Enviam-se as particulas A e B aos
observadores Alice e Bob. Quando Alice escolhe medir a posicao, a medi¢ao que
Bob faz da posicao é exata, mas a medicao do momento é incerta. Entao, alguém
poderia pensar que, se Bob repetir suas medigoes diversas vezes, ele veria que o
valor da posicao seria sempre o mesmo e o do momento variaria, devido a sua
incerteza. Assim, ele conseguiria determinar qual medicao Alice fez, isto é, obteria
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uma informacao mais rapido do que a velocidade da luz. Contudo, o Teorema da
Nao Clonagem [14] de estados quéanticos evita que essa medi¢ao multipla ocorra.
O problema é que, com apenas uma medicao disponivel, nao é possivel determinar
qual estado esta incerto e qual estd determinado. Portanto, o colapso instantaneo
da fung¢ao de onda nao fornece nenhuma informacao adicional ao outro observador,
j& que apenas as probabilidades sao alteradas, as quais nao sao passiveis de medicao.

3.2 Contextualidade

O jeito mais simples de se entender esse conceito pelo quadrado de Peres-Mermin
[11], que esté descrito abaixo

A B C
a b ¢ (32)
a f

Cada uma das letras representa uma medicao dicotémica, ou seja, s6 pode retornar
+1ou-1. E cada uma das linhas e colunas formam um contexto, isto é, um conjunto
de variaveis que podem ser medidas concomitantemente.

Teorias de variaveis nao-contextuais tentam atribuir valores determinados a todos
os nove elementos. No entanto, verifica-se que a natureza quantica nao admite
tal atribuicao. Entao, ou nao existem variaveis ocultas de qualquer forma, ou elas
dependem do contexto da medig¢ao. Tal fenomeno é conhecido como contextualidade
quantica.

4 Desigualdade CHSH

Agora que temos definidos esses conceitos, vamos tentar refutar as teorias de varia-
veis ocultas locais por meio de um experimento consagrado. Em 1964, John Bell
publicou um artigo argumentando que qualquer teoria de variaveis definidas locais
poderia ser descartada experimentalmente. Tal constatacao pode ser provada pela
chamada desigualdade CHSH, nomeada em referéncia ao seus criadores |[8].

Inicialmente existem dois observadores, Alice e Bob, de modo que cada um possui
uma parte de um sistema de dois niveis emaranhado. Em seguida, os individuos
realizam medi¢Oes em suas respectivas partes, em duas bases diferentes. Chamando
as bases de Alice de A e a, e as bases de Bob de B e b, queremos saber o valor de
(CHSH) = (AB) — (Ab) + (aB) + (ab). Alice e Bob podem medir apenas os valores
+1 ou —1, de tal modo que o valor de A(B — b) + a(B + b) pode ser apenas +2 e
—2, ou seja, | (CHSH) | < 2.

No nosso experimento, Bob realiza as medi¢oes B e b nas bases Z e X, respec-
tivamente, enquanto Alice também usa bases ortogonais, porém variando o dngulo
entre 0 e 27 em relagao as bases de Bob.

Existem dois valores CHSH que podem ser estimados no experimento: (CHSH1)
= (AB) — (Ab) + (aB) + (ab) e (CHSH2) = (AB) + (Ab) — (aB)+ (ab). Uma
vez escolhidos os eixos de medicao correspondentes para ambas as partes, podemos
estimar esses valores adicionando os resultados obtidos com sinal positivo para os
termos pares (00 e 11) e com sinal negativo para os termos impares (01 e 10).
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Por fim, construiremos 15 circuitos para estimar os valores desejados, variando
o angulo de medic¢ao no intervalo de 0 a 27. Aqui estao representados alguns desses
circuitos para um angulo 6, apresentados na ordem (AB), (Ab), (aB), (ab)

o E 1+ HE A
g1 A
-

C

0 —{H] Ry (6)

JA\
A\

=]

ql

C

ql

Cc

B

q0 —@ RY(Q)

ql

C

=

g
A
0 {4 {7
A

7]

\_”_l

Esses circuitos estao simplesmente criando um par de Bell e medindo cada uma de
suas partes em uma base diferente. Enquanto Bob (¢1) sempre realiza sua medigao
na base computacional ou na base X, Alice (¢0) realiza sua medigdo em uma base
que difere da base de Bob pelo angulo 6. Agora, vamos ver os resultados do nosso
experimento.
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G} — T — —e— CHSH1 Tedrico
; s~ CHSH2 Teérico
—=— CHSH1 Com ruido

—=— CHSH2 Com ruido

CHSH witness
o

-1

-2

_3 _._.I_._._._._._.I_._._._._._.I_._. ._._._.I_._._._.;’.‘:..—T"'._._._._._._I._._._._._._‘._._._.
0 1 2 3 4 5 6

Theta
Figura 2: Experimento de CHSH.

Surpreendentemente, existe uma combinagao de bases de medicao para a qual
|CHSH| > 2. Para entender porque isso aconteceu, devemos olhar de novo para o
nosso sistema. Se [i) = \%(|00) +|11)), o valor esperado de (AB) é (Y|A ® Bly) =
—cos B p, onde A45 € 0 Angulo entre as bases de medicao A e B. Dessa forma, para
o caso em que A = \/Li(az —0z),ea= \%(UZ +0,), em que Bob mede com B =0, e
b = 0., observamos que | (CHSH1) | = 2v/2 > 2. Realizando o mesmo experimento
em um intervalo menor e com mais medicées, percebemos que 2v/2 é o maximo valor
alcangéavel, mesmo para o caso quéantico (representado pela linha pontilhada).

_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'____'.___'_T_H=_Tr—'_—'lf'_,__"__,'_-_-‘r-'-:"_'__"___'_?'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'
— e,

| o— ~
s M‘“"
2 L .
L 2

"*“-ss_;__:

—e— CHSH1 Tedrico

o— CHSH2 Tedrico
—=— CHSH1 Com ruido
—=— CHSH2 Com ruido

CHSH witness
o

00 02 04 06 08 10 12 14 16
Theta

Figura 3: Pico de CHSH2 do caso quéantico.
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5 Negacao simultanea de realismo local e
nao-contextualidade

5.1 Analise tedrica

Tendo em vista as ideias apresentadas na segao 3, propoe-se uma refutagao simul-
tanea de localidade e de nao-contextualidade por um tnico aparato, usando com-
putagao quéantica. Para isso, nos baseamos na proposta de Min-Gang, Hua-Lei e
Zeng-Bing [4], que detalha uma abordagem fundamentada na éptica quantica e a
adaptamos para um conjunto de circuitos quanticos.

Partimos de uma situacao hipotética em que temos quatro observadores, Alice,
Bob, Charlie e Debbie. Inicialmente, Debbie possui trés pares de qubits no estado
de Bell [¢p7), formando o estado [¥) pa,56 = [7) 10 @ [ )3, @ [ )54, em que

V™) = f(!01> — [10);;)- (33)
€ |01>ij =10), ® |1>j'

Entao, Debbie manda os qubits 1, 3 e 5 para Alice, Bob, e Charlie, respecti-
vamente, mantendo os qubits 2, 4 e 6 para si. Em principio, os quatro agentes se
encontram em lugares diferentes, realizando medigoes locais em seus respectivos la-
boratoérios. Partindo dessa ideia inicial, construiremos os experimentos para refutar
as teorias de variaveis definidas.

5.1.1 Equacgoes para a negacgao da localidade

Definiremos, primeiramente, a notacao a ser utilizada |¥) = |U) 52,6, & = 0, ¥i =
oyi (1 =1,2,3,4,5,6) € Tayays = 04,0,,0,,- Aplicaremos - para separar operadores
locais. Com isso, é possivel verificar as seguintes relagoes:

Toyale - T1 - Y3 - Y5 |¥) = — |U), (34a)
YaZaYe6 - Y1 - T3 " Ys “I’> “I’> ) (34b)
YolYaZe - Y1 - Ys - T5 | V) = — |¥) (34c)
ToXygTg * X1 - X3 - Ty |\I/> |\If> s (34d)
ToZ4Ze6 * T2YaYe * Y2TalYe * Y2YaTe "I’> “I’> . (34e)

A dltima equagao deriva do operador identidade Tox4¢ - ToysVs - YoTaYs - YoYale =
—Io46, em que 545 € operador identidade para os qubits 2, 4 e 6.

E importante destacar que essas cinco equacoes incluem apenas operadores lo-
cais, o que significa que quaisquer trés pessoas entre Alice, Bob, Charlie e Debbie
podem atribuir valores para os operadores locais das outras pessoas realizando me-
digoes apenas em seus proprios qubits, sem afetar os demais sistemas. Assim, a
partir da definicao do artigo EPR de realismo local, cada operador separado por
um - pode ser entendido como um “elemento de realidade”. Por conseguinte, todos
esses elementos de realidade possuem valores pré-definidos, que serao representados
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pela notagao v(x;), v(y;), v(T2yays), V(Y2Tays), V(Y2yaTs) € v(zax426), sendo v = £1.
Assim, para uma teoria como essa, podemos reescrever as equagoes (34) como

v(z2yays)v(z1)v(ys)v(ys) = —1, (35a)
v(Yy2zaye)v(y1)v(ws)v(ys) = —1, (35b)
v(y2yawe)v(y1)v(ys)v(es) = —1, (35¢)
v(xomyze)v(zy)v(23)0(25) = —1, (35d)
0(222426)V(T2Y1Y6)V(Y224Y6 )V (Yoyars) = —1. (35e)

Entretanto, como cada valor v aparece duas vezes no lado esquerdo dessas equa-
¢oes, o produto dos valores no lado esquerdo deve ser igual a +1, o que diverge
do resultado de —1 obtido multiplicando os valores do lado direito. Logo, provamos
que as equagoes (35) sdo conjuntamente incompativeis e que qualquer teoria baseada
no realismo local nao é capaz de reproduzir os resultados previstos pela mecanica
quéntica nas equagoes (34).

5.1.2 Equagoes para a negacao da nao-contextualidade

Ja conseguimos desenvolver uma prova para refutar as teorias de varidveis definidas
baseadas na nocao de realismo local. Porém, para negar a nao-contextualidade
simultaneamente, precisaremos mudar alguns aspectos na nossa abordagem. Para
isso, focaremos apenas nos qubits 2, 4 e 6, que ficam com Debbie. Tomando como
base os operadores T2, Y2, T4, Y4, Te, Yo, T2YsYe, Y2L4Ye, Y2YsLe € ToX4Tg, obtemos
cinco identidades:

ToYaye * T2 - Y1 - Yo = laus, (36a)
YoTals - Y2 - T4 - Yo = L4, (36b)
Y2YaTe - Yo - Ya - Te = Ioue, (360)
Loyl - Ty - Ta - L6 = Lo, (36d)
ToX4T6 * T2YaYs * Y2T4Ye * YoYaTe = —Ia46. (36e)

Essas relagoes sao sempre verdadeiras independente do sistema estudado. Analoga-
mente ao caso da nao-localidade atribuiremos valores predefinidos aos operadores,
aos moldes dos elementos de realidade do paradoxo EPR.

v(@2y1ys)v(w2)v(ya)v(ye) = 1, (37a)
v(y2x4ys)v(y2)v(Ta)v(ys) = 1, (37b)
v(y2yame)v(y2)v(ys)v(ze) = 1, (37c)
v(xoxywe)v(zo)v(24)V(26) = 1, (37d)
V(xox426)0(T2Y1Ys ) V(Y2Tays )V (Y2yszs) = —1. (37e)

As equagoes (37a)-(37d) s@o verdadeiras pois, do ponto de vista das teorias
de variaveis ocultas nao-contextuais, nao importa qual é o conjunto de medigoes
feitas, sendo sempre a revelagdo de valores definidos. Desse modo, v(zaysys) =
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v(x2)v(ys)v(ye), ou seja, é equivalente medir xo, y4 € yg conjuntamente ou separa-
damente e depois multiplicar os resultados.

Analisando as equagoes (37), percebe-se que elas s@o incompativeis, ja que o
resultado da multiplicagdo de todos os primeiros membros (no caso, igual a 1 pois
todos os valores aparecem duas vezes) difere daquela dos segundos membros (-1).
Portanto, ha um contradicao entre as teorias NCHV e a teoria quantica.

5.2 Apresentacao dos experimentos
5.2.1 Circuitos para a refutacao da localidade

Para validar o resultado das equagoes (34) experimentalmente, devemos desenvol-
ver um aparato de modo que os operadores ToX4Tg, TolalYs, Y2Tals € YoUsTe S€jaIm
medidos simultaneamente por um mesmo aparato. Isso é necessario pois as teorias
de variaveis definidas locais nao tém a presuncao de nao-contextualidade, ou seja,
poderia se afirmar que a contradigdo das equagoes (35a)-(35e) advém de uma per-
tubacao ao medir um operador, a qual afetaria os demais. Em outras palavras, o
problema se originaria na contextualidade. Portanto, faz-se necessario medir os ope-
radores ToX4Ts, ToYsls, Y2TaYs € YoYsTe €M um mesmo contexto a fim de se evitar a
suposi¢ao de nao-contextualidade. Para tal, faremos uma medicao de estado GHZ
dos qubits 2, 4 e 6 e correlacionaremos o estado obtido com o valor do operador.
Tal correlacao é feita pela seguinte tabela:

ToTale T2YalYe Y2Tale Y2Yale

|®g)  +1 -1 -1 -1
|D5) -1 +1 +1 +1
®F)  +1 +1 -1 +1
[ -1 +1 -1
|®7) 1 +1 +1 -1
|®y) -1 -1 -1 +1
®F)  +1 -1 +1 +1
®7) -1 +1 -1 -1

Tabela 4: valor dos operadores xoxsTe, Tolsls, YoTalYs € Y2ysle para cada estado
GHZ.

Dessa forma, poderemos medir o operador como um todo fazendo a substituicao
de seu estado GHZ pelo seu valor real. Além disso, vale notar que, em computacao
quantica, trabalha-se com 0 e 1, ao passo que os operadores valem +1. Desse modo,
eleva-se -1 ao valor do qubit para obter o valor do operador (0 — +1; 1 — —1).

Levando isso em conta, desenvolvemos os seguintes circuitos para provar as equa-
goes (34a)-(34d).
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Figura 6: Circuito para a equagao (34c).
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3 0 w4 w1 iS 2

Figura 7: Circuito para a equagao (34d).

Antes de tudo, é preciso observar que o Qiskit numera seus qubits a partir do
0. Entao os qubits centrais sao, na verdade, q1, g3 e g5 enquanto que os qubits que
ficariam com os demais observadores sao qg, g2 € g4 (i.e., 0 nimero do qubit é o do
operador subtraido de 1).

Tomemos o primeiro circuito para analise. Num primeiro momento, preparamos
o estado de Bell [¢p7), a fim de emaranhar os qubits. Em seguida aplicamos o
medidor GHZ nos qubits centrais (1, 3 e 5) e fazemos a medi¢ao dos demais qubits
na base adequada (no caso, os qubits 2 e 5 sdo medidos na base y e o 0 é medido na

Preparador de Bel

-
il
-

(- ]

o

©
L EEJ -

Medidor GHZ v 3 0 4 f 1 E 5 2

Figura 8: Anélise do circuito da equagao (34b).

o—

Ja para a equagao (34e), foi necessaria uma abordagem diferente. Levando em
conta o funcionamento da porta CNOT, desenvolvemos um sistema que faz a mul-
tiplicacao dos operadores in loco. Esse sistema faz uso de um qubit extra, ou seja,
passa-se a utilizar 7 qubits para os circuitos seguintes.

22



qo
q1
q2
g3 —b—b— A
c

Circuito que promove a multiplicacao qyq1q2 in loco.

Para cada valor de entrada ‘1’ nos qubits qg, ¢1 e ¢, o valor de ¢35 é alterado
uma vez, ou seja, caso haja um ntmero impar de entradas ‘1’; o resultado de ¢3 é 1
e, caso haja um numero par de entradas ‘1’, o resultado de g3 ¢ 0. Tal mecanismo
¢ analogo a uma multiplicagdo em que 0 equivale a +1 e 1 equivale a -1 (a propria
correlagao que ja estavamos utilizando!). Afinal, em uma multiplica¢do comum, caso
haja um ntmero fmpar de sinais negativos nos fatores, o produto é negativo e, se
essa quantidade for par, o resultado seré positivo. Com isso, elaboramos o seguinte
circuito para a equagao (34e):

fh—. H — — H B —

as—. H — H —3— 5" ——— H —H — 5 ——

g3 | 8§ —— H —

gs - H

s i p—————L —
1 [

Figura 9: Circuito para a equacao (34e).
Note que em cada divisoria é medido cada um dos trios de operadores da equacao.

5.2.2 Circuitos para a refutagao da nao-contextualidade

Ja para a negacao da nao-contextualidade, utilizamos em todos os circuitos a se-
gunda abordagem mencionada:
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Figura 10: Circuito para a equagao (36a).

Figura 11: Circuito para a equagao (36b).
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do

a1

qz

qz

qa

gs

ds

C

Figura 12: Circuito para a equagao (36¢).

¥

B
¢

b

660

w 2 E3

Figura 13: Circuito para a equacao (36d).

Observe que o circuito para a equagao (36e) é o mesmo da equagao (34e), ja

apresentado.

Tomando o circuito da equagao (36a) para anéalise, veja que os operadores s, ¥4
e yg sao medidos diretamente nos qubits q1, q3, € g5 ao passo que o operador xsy4Ye
¢ medido no qubit gg.

5.3 Resultados experimentais

Em vista disso, utilizamos o servico IBM Quantum para rodar nosso projeto em
computadores quéanticos reais. Em todos os circuitos, fizemos 8 x 1000 rodadas.
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5.3.1 Dados para refutar o realismo local

Antes é preciso fazer uma ressalva. Para que o realismo local seja devidamente
refutado os observadores Alice, Bob, Charlie e Debbie precisam estar suficientemente
separados para que nao haja comunicacao entre eles. Isto é, eles devem estar a uma
distancia na qual o lapso de tempo entre as medi¢oes seja menor do que o intervalo
que a informacao demoraria a chegar a um outro observador. Entretanto, os qubits
em um computador quantico ficam separados a uma distancia muito menor do que
a necessaria. Nao obstante, tais experimentos ainda servem como uma prova de
principio. Assim, os dados obtidos com os circuitos das equagoes (34a)-(34d) sao:

1000 1000
856

800 743 711
695 gEO &70 695 gap

660

Contagens
Contagens

1 2 3 4 5 6 7 8 media

Figura 14: Dados da equagao (34a) Figura 15: Dados da equagao (34b)

02

600

Contagens
Contagens

400

200

1 2 3 4 5 & 7 8  madia 1 2 3 4 5 & 7 8  média

Figura 16: Dados da equagao (34c) Figura 17: Dados da equagao (34d)

Em que o ntimero de contagens é o nimero de vezes que se obteve -1.

Note que resultado deveriam ser todos -1 (todas as contagens deveriam estar
em 1000). No entanto, tal discrepancia acontece pela alta taxa de erro que os
computadores quanticos tém, devido a limitagoes tecnologicas.

Tal limitagdo se torna ainda mais relevante para o circuito da equagao (34e),
pelo fato de ser um circuito com muitas portas logicas entre qubits. Entao, utili-
zamos apenas os computadores ibm_perth, ibm nairobi e ibmq_jakarta, os quais
apresentaram menor taxa de erro quando comparados ao computadores ibm_lagos
e ibm_ oslo, cujos dados foram descartados. Assim, os resultados obtidos sao:
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1000

800

587 592 3 576 569

600 4 558 573

Contagens

400 4

200 A

1 2 3 4 5 & 7 8 media

Figura 18: Dados da equagao (34e).

O que nos faz crer que tal discrepancia é causada por erros experimentais é o fato
de que quando esses circuitos sao rodados em simuladores quanticos, os resultados
obtidos condizem com o esperado, isto é, todas as contagens valem 1000.

Unindo as médias dos experimentos com os respectivos desvios padroes, obtém-
-se:

1000

aoq{ 70L+73 711250

679 £34

642 £29

569 £27

600 4

Contagens

200

Figura 19: Médias dos 5 experimentos acompanhados dos respectivos desvios pa-
droes
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5.3.2 Dados para refutar a nao-contextualidade

Ja para as equagoes (36) obtivemos os seguintes resultados:

1000 1000
926 906

873 875  gag

Contagens
Contagens

1 2 3 4 5 & 7 8 media

Figura 20: Dados da equagao (36a) Figura 21: Dados da equagao (36b)
1000 1000 57

818 g 848 862 B89 g9 g3g 846 859 gqg 857 867 g
800 772 800

Z

=
Z
=

Contagens

g

Contagens

g

200

1 2 3 4 5 & 7 8  méadia 1 2 3 4 5 & 7 8 media

Figura 22: Dados da equagao (36c¢) Figura 23: Dados da equagao (36d)

Nesse caso, o niimero de contagens é a quantidade de vezes em que se obteve +1.
Para a equacao (36e) os resultados sdo os mesmos da figura 18

Apesar da grande taxa de erro, ainda se verifica uma tendéncia ao resultado
esperado, o que serve como prova de principio.

1000

849 +71
852 £43 g3g +30 54941

800

569 £27

600

{Contagens

400

200 A

Figura 24: Médias dos 5 experimentos acompanhados dos respectivos desvios pa-
droes
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6 Conclusao

Em suma, este trabalho mostra que o realismo local e a nao-contextualidade podem
ser refutados simultaneamente pelo mesmo conjunto de circuitos quéanticos. Ade-
mais, deve-se ressaltar que a questao abordada representa o maior conflito entre a
teoria quantica e as teorias de variaveis definidas, além de destacar a relacao exis-
tente entre a nao-localidade e a contextualidade, bem como a importancia desses
conceitos para a informacao quantica.

Os codigos para a execugao dos circuitos encontram-se em: https://1drv.ms/
t/s!AgcdOYHEW8VRk11SB30TFIm_MIk0?e=ggdI6T
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