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Resumo

Neste trabalho, associamos a andlise dos eventos hibridos piblicos do Observatoério Pierre
Auger a simulagoes de propagacdo extragalactica realizadas com o cédigo PriNCe, com o ob-
jetivo de elucidar a formacao do espectro de raios césmicos de altas energias. Primeiramente,
examinamos as propriedades dos dados publicos do Auger e avaliamos as deflexdes experimen-
tadas pelas particulas no campo magnético Galactico, empregando o modelo Jansson & Farrar
(JF12). Em seguida, conduzimos simulac¢oes de injegdo isotrépica seguindo leis de poténcia
e diversas composi¢oes na fonte, incorporando de modo progressivo as perdas de energia por
producao de pares, fotodesintegracao e efeitos adiabaticos, bem como comparando diferentes
modelos de radiacdo césmica de fundo. Nossos resultados demonstram que apenas cenarios
com composigoes ricas em elementos intermediarios (CNO) e a consideragao conjunta de todos
0s processos de atenuacdo conseguem reproduzir com precisdo as caracteristicas observadas no
espectro do Observatério Pierre Auger, em particular o “tornozelo” em ~ 107 eV e a supressao
acima de 109 ¢eV. Concluimos que uma descricio consistente da fisica de propagacdo de raios
coésmicos de altissimas energias exige um tratamento integrado da distribuicdo das possiveis
fontes (especialmente as proximas), da composigdo quimica inicial das particulas na fonte e dos

mecanismos de perda fisica e cosmoldgica.



Abstract

In this work, we combine the analysis of hybrid events released by the Pierre Auger Ob-
servatory with extragalactic propagation simulations performed using the PriNCe code, aiming
to elucidate the formation of the high-energy cosmic-ray spectrum. First, we examine the
properties of the Auger public data and assess the deflections experienced by particles in the
Galactic magnetic field using the Jansson & Farrar (JF12) model. We then conduct isotropic
injection simulations following power-law spectra and various source compositions, progressively
incorporating energy losses due to pair production, photodisintegration, and adiabatic effects,
as well as comparing different cosmic background radiation models. Our results demonstrate
that only scenarios with compositions rich in intermediate-mass nuclei (CNO) and the simul-
taneous inclusion of all attenuation processes accurately reproduce the features observed by
Auger—particularly the “ankle” at ~ 1087V and the suppression above 105eV. We con-
clude that a consistent description of ultrahigh-energy cosmic-ray propagation physics requires
an integrated treatment of the distribution of potential sources (especially nearby ones), the ini-
tial chemical composition at the source, and the relevant physical and cosmological energy-loss

mechanisms.



Sumario

1 Descricao da Pesquisa

1.1 Introdugdo e objetivos . . . . . . . . .. .

2 Dados piblicos do Observatério Pierre Auger
2.1 O Observatorio Pierre Auger . . . . . . . . . .. .
2.1.1 Raios cosmicos e as descobertas do Auger . . . . .. ... ... ... ..
2.2 Dados Publicos do Auger . . . . . . . ...

2.2.1 Anélise da amostra de eventos medidos por FD . . . . . . . ... .. ...

3 Efeitos do Campo Magnético Galactico na Propagacao de Raios Césmicos
3.1 Rosquinhas magnéticas e espirais césmicas: o campo Magnético Galactico . . . .
3.1.1 Campo regular de grande escala . . . . . . .. ...
3.1.2 Campo regular + estriado . . . . . . . ..o
3.1.3 Campo randOmico . . . . . . . . .. ..

3.2 Impacto do Modelo JF12 nas direcées de Chegada dos UHECRs . . . .. .. ..

4 Propagacao de raios césmicos
4.1 Radiagoes Cdsmicas e Principais perdas de energia . . . . . . .. ... ... ...
4.1.1 Radiagbes cOsmicas . . . . . . . . .. L oo
4.2 Perdasdeenergia . . . . . . ... Lo
4.2.1 Fotoprodugao de pions e o efeito GZK . . . . . .. .. ... ... ... ..
4.2.2 Produgdode pares . . . . . . . . . .. e
4.2.3 Fotodesintegragao de nticleos pesados . . . . . . . ... ... L.
4.3 PriNCe - Propagation including Nuclear Cascade equations . . . . . .. .. ...
4.4 Simulagbes e resultados . . . . . .. Lo oL
4.4.1 Efeito da distdncia e composicao no espectro de energia . . . . . .. ...

4.4.2 Efeito das perdas de energia no espectro de particulas . . . ... ... ..
5 Conclusao

6 Referéncias

10
11

15
17
18
19
19
19

22
25
25
27
27
28
29
31
32
32
33

38

40



1 Descricao da Pesquisa

1.1 Introducao e objetivos

Em 1912, Victor Hess demonstrou, por meio de baldes de alta altitude, que a taxa de ionizacao
da atmosfera aumentava com a altitude, revelando uma radiacdo de origem extraterrestre que
hoje chamamos de raios césmicos [1]. Raios césmicos sdo particulas carregadas, predominante-
mente prétons e nicleos atomicos, que atravessam o espaco interestelar e atingem a atmosfera
terrestre com energias que variam de algumas dezenas de MeV até além de 10?°eV. Na faixa
de energia ultrarrelativistica, acima de 10° GeV, esses chamados UHECRs (Ultra-High-Energy
Cosmic Rays) apresentam fluxos extremamente raros e sua origem ainda nao é completamente
compreendida. Estudos recentes enfatizam que tais particulas sao aceleradas em ambientes as-
trofisicos extremos, como remanescentes de supernovas, ventos de estrelas massivas ou nicleos
ativos de galaxias, e perdem energia durante a propagacao por meio de interagées com o fundo
césmico de diferentes comprimentos de onda e campos magnéticos Galédcticos e extragalacticos
1, 2].

A astrofisica de particulas de altissima energia dedica-se a investigar a origem, os processos
de aceleracdo e a propagacido de raios césmicos com energias superiores a 1018 eV [3, 4]. O
maior Observatorio de raios césmicos - Observatorio Pierre Auger, com seus detectores de
superficie (tanques de d4gua Cherenkov) e telescépios de fluorescéncia cobrindo ~ 3000 km?,

020 eV com excelente resolucio angular e energética [5]. Em fevereiro

registra eventos até 1
de 2021, a Colaboracao liberou publicamente 10% desses eventos, assim como todos os dados
meteoroldgicos e de clima espacial coletados até dezembro de 2020, sob licenca CC BY-SA
4.0 ', democratizando o acesso a dados reais de raios césmicos para a comunidade cientifica e
educacional.

Este trabalho esta organizado em dois eixos principais de investigacdo. No primeiro, analisa-
mos os Dados publicos do Observatdrio Pierre Auger, iniciando com uma descri¢ao detalhada da
infraestrutura do Observatoério, seus detectores e métodos de aquisicdo de dados. Em seguida,
realizamos uma analise dos eventos de alta energia, incluindo a compilacao de catdlogos, analise
estatistica dos dados e estudo do efeito do campo magnético Galactico, com base nos dados
disponibilizados publicamente [5]. No segundo eixo, investigamos a propagacao de UHECRs no
meio extraGalactico por meio de simulagdes computacionais utilizando o cédigo PriNCe [6].
Modelamos as perdas de energia associadas a intera¢ées com o fundo difuso de radiacao e perdas
de energia, comparando nossos resultados com predi¢oes tedricas e observacionais presentes na
literatura [1, 2].

Este estudo visa aprofundar a compreensao dos mecanismos de propagacao de particulas de
altas energias carregadas, contribuindo para a discussao sobre as fontes astrofisicas dos UHECRs
[3, 4]. A utilizagdo dos dados abertos do Observatorio Pierre Auger permite a validagdo de
métodos de andlise e também a democratizacao do acesso a informacoes de alta relevancia para
a comunidade cientifica. As simulagoes realizadas complementam a abordagem observacional,
fornecendo modelos sobre os processos fisicos que governam a trajetoria das particulas.

Thttps://openaccess.mpg.de/319790/PM publication gerlinpeclaration.pdf



O projeto esta dividido em dois tépicos:

1. Dados publicos do Observatoério Pierre Auger

(a) Apresentagdo do Observatério Pierre Auger

(b) Anélises dos eventos de alta energia

2. Propagacao de particulas e comparacao dos resultados com os dados do Auger

Nas secoes subsequentes, cada etapa metodolégica e seus respectivos resultados serdao apre-
sentados e discutidos em detalhes.

2 Dados publicos do Observatoério Pierre Auger

Esta secao apresenta uma andlise detalhada da infraestrutura e operacdo do Observatério Pierre
Auger, com énfase nos seus sistemas de detecgdo e nos dados publicos disponibilizados.

Subtoépico I.a — Apresentacdo do Observatorio Pierre Auger

Objetivo: Apresentar o que é o Observatério e os principais mecanismos de

deteccao de particulas

Tasks:

¢ Revisar a histéria e estrutura do Observatério Pierre Auger: localizagdo, o que séo
os detectores de superficie (SD) e os telescépios de fluorescéncia (FD), e uma breve
cronologia de construgio e operacao.

o Descrever o principio de funcionamento do detector de superficie (tanques de dgua
Cherenkov): processos fisicos de deteccao, configuracio geométrica e paradmetros
de reconstrucao de eventos (energia, dire¢do, Xmax)-

2.1 O Observatério Pierre Auger

O Observatério Pierre Auger, instalado na planicie da Pampa Amarilla em Malargiie, Argentina,
representa a maior infraestrutura cientifica do mundo dedicada ao estudo de raios césmicos de
altissima energia. Inaugurado em 2004, o experimento ocupa uma area de aproximadamente
3000 km?, superior ao territério de Luxemburgo e quase o dobro da extensdo da cidade de Sao
Paulo, e emprega uma metodologia hibrida que combina 24 telescopios de fluorescéncia com um
extenso arranjo de mais de 1660 detectores de superficie do tipo tanque de 4dgua Cherenkov.
Essa configuracio permite a deteccio indireta de particulas de energias superiores a 10 eV,
sendo o principal objetivo caracterizar as propriedades desses raios cosmicos e elucidar suas
fontes astrofisicas, contribuindo de modo decisivo para o avanco da astrofisica de altas energias
[7, 8.

Como descrito na Figura 1, cada tanque de superficie contém trés fotomultiplicadores imer-
sos em agua ultrapura para registrar o brilho azulado caracteristico da radiacdo Cherenkov,
produzida quando particulas secundarias relativisticas atravessam o detector a velocidades su-
periores a da luz naquele meio. Dispostos em uma malha hexagonal com espacamento de 1.5
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Figura 1: Esquema de um tanque de dgua Cherenkov: (1) antena GPS para sincronizagdo temporal; (2)
antena de comunicagdio UHF/VHF; (3) painel solar; (4) banco de baterias; (5) tanque com 12000 L de
dgua ultrapura; (6) trajetérias da luz Cherenkov refletida no revestimento interno; (7) fotomultiplicadores
(PMTs) que convertem luz em sinal elétrico; (8) particulas do chuveiro atmosférico que geram a radiagéo
Cherenkov. Fonte: A autora.

km, esses detectores operam de forma auténoma, alimentados por energia solar e comunicando-
se via radio com o centro de operagoes em Malargiie. A ativagdo simultanea de ao menos trés
tanques define o gatilho para a aquisicdo de dados, incluindo timestamp, amplitude e forma
de onda do sinal, que sdo entdo transmitidos para reconstrucao dos paradmetros primarios do
evento.

Para complementar a amostragem de particulas de menor energia, o subprojeto AMIGA
(Auger Muons and Infill for the Ground Array) instala detectores subterrdneos a 2.5 m de
profundidade, permitindo a separagdo da componente mudnica dos chuveiros atmosféricos [9].
Além disso, a malha Infill adiciona 85 pares de tanques de superficie com espacamento de 750
m e 24 tanques com espacamento de 433 m, especialmente projetados para estudar chuveiros
de energia relativamente mais baixa, cuja distribuicao espacial requer uma densidade maior de
detectores para uma amostragem e reconstrugao precisas [10].

Vinte e quatro telescépios de fluorescéncia em quatro diferentes sitios (Coihueco, Loma
Amarilla, Los Morados e Los Leones) monitoram, durante noites claras e sem Lua, a fraca luz
ultravioleta emitida pela excitacdo de moléculas de nitrogénio quando as particulas secundarias
dos chuveiros atmosféricos interagem com a atmosfera [3, 11], veja Figura 2. Cada unidade é
equipada com um espelho de 11 m?, de raio de curvatura 3.4 m e didmetro 2.2 m, além de
um filtro éptico que reduz o ruido de fundo e otimiza a relagao sinal-ruido, como mostrado na
Figura 2. A radiacdo ultravioleta coletada pelo espelho é focalizada em uma cadmera composta
por centenas de tubos fotomultiplicadores, capazes de registrar a posicdo e o instante em que
a luz atinge o detector. A intensidade e a cor do sinal fornecem informagodes sobre o perfil
longitudinal do chuveiro e permitem determinar, entre outros parametros, a profundidade Xiax
onde ocorre o maximo de produgao de particulas [12].

Apesar de a luz de fluorescéncia ser detectavel a dezenas de quilometros de distdncia, sua



Figura 2: Esquema de um dos telescépios de fluorescéncia do Observatério Pierre Auger, mostrando (1) a
persiana ou janela de abertura para selecionar as condigdes de observacio; (2) o mecanismo de abertura
que permite o fechamento rdpido em caso de presenga de Luz, Lua ou nuvens; (3) o filtro ultravioleta,
responséavel por atenuar a luz de fundo e otimizar a relagdo sinal-ruido; (4) a cAmera composta por
centenas de fotomultiplicadores (PMTs), que detectam o rastro luminoso do chuveiro atmosférico; (5) a
eletronica de leitura e aquisicao de dados, incluindo pré-amplificadores e conversores analégico-digitais; e
(6) o conjunto de espelhos segmentados, cuja superficie reflexiva concentra a luz ultravioleta na camera.
Fonte: A autora.

observacao exige aparelhos extremamente sensiveis, pois corresponde a um sinal comparavel
ao de uma lampada de poucos Waits movendo-se a velocidade da luz. Para contornar essa
limitacdo, o Pierre Auger combina os dados de fluorescéncia com os obtidos pelos tanques de
superficie (modo hibrido), possibilitando reconstrugdes de alta precisdo: a resolugdo angular
tipica é de ~ 1°, enquanto a incerteza na energia primaria fica abaixo de 15% [13].

Um exemplo de pardmetro reconstruido a partir desse método é o Syggg, que corresponde
a densidade de sinal registrada a 1000 m do eixo do chuveiro e serve como indicador direto da
energia do raio césmico incidente. A anidlise conjunta dos modos SD e FD também viabiliza
estudos de anisotropia na distribuigdo de chegada de UHECRsS, oferecendo pistas sobre possiveis
fontes astrofisicas. Evidéncias recentes apontam para uma correlacio entre eventos com energia
acima de 8 x 10'® eV e grandes estruturas césmicas, como aglomerados de galdxias e nticleos
ativos de galdxias (AGN) [14].

A Figura 3 mostra um panorama geral da distribuigdo dos telescépios e dos tanques no
Auger, a esquerda, cada um dos quatro sitios de telescépios de fluorescéncia (Coihueco, Loma
Amarilla, Los Morados e Los Leones) é marcado por uma série de linhas radiais que representam
o campo de visdo individual de cada unidade 6ptica. As linhas vermelhas indicam os setores
padréo de cobertura angular, enquanto o tragado em azul, junto a Coihueco, sinaliza a exten-
sao adicional fornecida pelo sistema HEAT (High Elevation Auger Telescopes), projetado para
observar chuveiros de menor energia em angulos mais elevados. Ao fundo, os pontos marrons
simbolizam a disposicdo hexagonal dos tanques do detector de superficie, cobrindo cerca de
3000 km?.

No painel a direita, o mesmo arranjo é visto sob a perspectiva de um evento real: a linha
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Figura 3: Vis@o superior da cobertura do Pierre Auger: a esquerda, campos de visdo dos telescépios
de fluorescéncia nos sitios Coihueco (com HEAT), Loma Amarilla, Los Morados e Los Leones sobre
a distribuicdo de tanques SD; a direita, linhas de observagdo dos FD convergindo para o eixo de um
chuveiro atmosférico simulado. Fonte: A autora.

fina de cor degradé (do verde ao azul-escuro) mostra o eixo do chuveiro atmosférico que se de-
senvolve através da malha de SD, enquanto os poligonos em contorno escuro em torno de cada
sitio FD delineiam os limites de seus campos de visdo. As multiplas linhas que partem de cada
sitio até o eixo do chuveiro ilustram as diferentes direcbes de observacdo convergindo para o
desenvolvimento da cascata. Dessa forma, as figuras sintetizam a geometria de deteccdo hibrida
do Pierre Auger, combinando simultaneamente medicées de superficie e fluorescéncia para re-
construir com precisdo a trajetoria, o perfil longitudinal e a energia das particulas primarias de
altissima energia.

Além disso, o Pierre Auger tem sido fundamental na verificacdo do corte GZK (Grei-
sen-Zatsepin-Kuzmin), uma supressio esperada do fluxo de prétons acima de ~ 5 x 10'%eV
causada pela producao de pions em interagoes com o Fundo Césmico de Micro-ondas (CMB).
A capacidade de detectar esses rarissimos eventos e medir seu espectro com precisio oferece um
teste empirico decisivo para as previsoes tedricas sobre a atenuacdo de UHECRs no universo
[1, 11].

2.1.1 Raios césmicos e as descobertas do Auger

O Observatorio Pierre Auger tem sido fundamental na busca por respostas de diversos aspectos
dos raios césmicos de altissima energia, com implicagoes tanto para a astrofisica quanto para
a fisica de particulas. Dois dos resultados mais marcantes referem-se ao parametro Xpyax € a
composi¢ao nuclear dos eventos primérios. O Xy, corresponde & profundidade atmosférica (em
g.cm~2) na qual o chuveiro de particulas atinge méxima intensidade, sendo altamente sensivel
a massa do nucleo incidente: nicleos leves, como prétons e hélio, penetram mais profunda-
mente antes de interagir, produzindo valores maiores de X,,,x, enquanto niicleos pesados, como
nitrogénio ou ferro, iniciam seus chuveiros mais cedo, com Xyyax menor [15, 16].

Em energias abaixo de 10'8eV, os valores de Xy,.x medidos pelo Auger indicam predomi-
nantemente primérios leves. A medida que se avanca para regides ultrarelativisticas, acima
de 10'9eV, observa-se um endurecimento na composicio, sugerindo uma fracdo crescente de



nucleos pesados [16].

Outro marco recente da Colaboragido Pierre Auger foi apresentado em 2022 na andlise de
N = 155 eventos com energia acima de 32 EeV ( 3.2 x 10'?eV ) utilizando dados coletados até
dezembro de 2020 [17]. Nesse trabalho, os autores realizaram uma busca de correlagoes espaciais
com o catdlogo Véron—Cetty & Véron de AGNs (distdncia maxima de 75 Mpc), empregando
um procedimento de maxima verossimilhanga em que se varreram simultaneamente o limiar de
energia, o dngulo de corte 9 e a fracdo de eventos atribuida as fontes candidatas. A melhor
associacao foi obtida para 1 ~ 3.1° e £ > 32 EeV, resultando em uma sobreposi¢do angular que
excedeu a expectativa isotrépica com significincia de 3.30 (p-valor ~ 2 x 10~%) apés correcio.
Esse método, mais sofisticado do que o teste binomial cumulativo usado em estudos iniciais de
2007 [18], refor¢a a hipétese de que uma fracdo nao negligencidvel de UHECRs aponta para
AGNs préximos, embora ainda ndo permita identificar fontes individuais com certeza.

Além disso, o Auger estabeleceu limites rigorosos para fluxos de neutrinos e fétons de ultra-
alta energia. Em particular, chuveiros gerados por neutrinos sdo caracterizados por mergu-
lharem muito mais profundamente na atmosfera, uma assinatura que o experimento consegue
identificar gracas a combinacao hibrida de detectores de superficie e fluorescéncia [19].

Atualmente, o projeto AugerPrime esta em fase de implantagdo para aprimorar a discrimi-
nagao entre as espécies priméarias. Este upgrade visa responder questoes cruciais: a origem da
supressao de fluxo acima de ~ 5 x 10'eV, a contribuicdo real de prétons & populacado UHECR
e a natureza das interactes hadronicas em energias e regimes cinematicos inacessiveis aos ace-
leradores terrestres [20, 16].

2.2 Dados Publicos do Auger

Subtopico I.b — Anélises dos eventos de alta energia

Objetivo: Estudar correlagoes entre os eventos de alta energia detectados
pelos telescopios de fluorescéncia.
Tasks:

« Compilar um catélogo dos eventos de ultra-alta energia (E > 101 eV) registrados
pelos FD, incluindo coordenadas de chegada, energia reconstruida e perfil longitu-
dinal.

e Aplicar técnicas estatisticas como andlise de fungoes de autocorrelagao angular para
identificar agrupamentos espaciais de eventos e testar hipdteses de anisotropia em
coordenadas galacticas.

o Elaborar distribui¢ées do espectro de energia com base nos eventos observados e
avaliar correlacoes estatisticas entre as variagoes espectrais e parametros de inte-
resse.

Em conformidade com sua Politica de Dados Abertos, a Colaboragéo Pierre Auger disponibi-
liza aproximadamente 10% de todos os eventos de raios cosmicos registrados pelo Observatorio,
cuidadosamente selecionados para constituir uma amostra representativa dos dados ja objeto de
publicacdes cientificas e apresentagoes em conferéncias internacionais. Além disso, sdo também
liberados os registros meteorolégicos e de clima espacial coletados até 31 de dezembro de 2020,
fornecendo contexto essencial & interpretacao dos chuveiros atmosféricos [4].
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O portal Pierre Auger Open Data® é uma ferramenta poderosa para pesquisadores, docen-
tes e entusiastas, ao oferecer acesso livre ndo apenas aos arquivos brutos (JSON e CSV), mas
também a notebooks Python, visualizaces interativas e catalogos dos eventos mais energéticos.
A organizacao em cinco segoes: Datasets (dados brutos), Catalog (eventos de maior energia),
Visualize (reconstrugoes 3D e mapas de sinal), Analysis (notebooks para espectros, histo-
gramas, correlagoes e anisotropia) e Outreach (material diddtico multilingue), facilita tanto
investigacoes avancadas quanto o engajamento de leigos.

O conjunto completo publico retdne 81.121 chuveiros atmosféricos, detectados exclusivamente
por telescopios de fluorescéncia, exclusivamente por tanques Cherenkov de superficie (WCDs)
ou de forma hibrida. A inclusdo dos eventos de superficie obedece a rigorosos critérios de quali-
dade: o tanque de maior sinal deve estar cercado por quatro estacGes ativas no caso de eventos
verticais (6 < 60°) ou por cinco em eventos inclinados (60° < 6 < 80°), enquanto andlises do es-
pectro ultrapotente (E 2, 10'8 eV) exigem seis estagoes, garantindo cobertura espacial suficiente
e eliminando registros afetados por instabilidades meteorolégicas, falhas de fotomultiplicadores
ou calibracao.

A secdo Visualize permite ao usudrio explorar online cada evento, exibindo a disposicio
dos detectores acionados, os tragos de sinal e a trajetéria reconstruida do raio césmico. Ja os
notebooks da segdo Analysis abrangem desde a leitura de CSV/JSON até a determinacao de
Xmax, calculo da secao de choque préton-ar, correcoes atmosféricas e estudos de anisotropia.
Finalmente, o médulo Outreach disponibiliza materiais que explicam o funcionamento do Ob-
servatorio, o mecanismo de formacao dos chuveiros e ferramentas interativas de comparacao
geografica.

Desde a primeira versao (Release 1.0, 15 fev. 2021: 10% dos eventos verticais, 0° — 60°)
o portal é atualizado periodicamente e cada release possui DOI préprio. Todos os dados sao
licenciados sob CC BY-SA 4.03 e acompanham documentacao detalhada dos formatos, critérios
de selegdo e histérico do software Offline [5].

2.2.1 Anadlise da amostra de eventos medidos por FD

Nesta secdo apresentamos uma amostra de N = 59 eventos tnicos de ultra-alta energia, com
energias variando de 1.25 x 10! a 8.20 x 10'? eV, registrados pelos telescépios de fluorescéncia
do Observatério Pierre Auger, veja Tabela 1 e continuagdo na Tabela 2. O objetivo foi analisar
a distribuicdo de Xp.x, 0 espectro de energia e a direcdo de chegada desses eventos, de modo
a investigar a composicdo primaria e eventuais assinaturas de anisotropia na chegada destas
particulas.

O grafico 4 mostra para cada um dos quatro sitios de telescopios de fluorescéncia (Coihueco,
Loma Amarilla, Los Leones e Los Morados), a distribui¢do dos valores de energia dos eventos
de UHECRs. Cada barra (ou ponto-média) indica a energia média registrada naquele sitio, e as
linhas-erro ou caixas destacam a dispersao (desvio-padrao ou quartis) em torno desse valor. Em
conjunto, a Tabela 3 mostra que Loma Amarilla atingiu a maior energia média, cerca de 34.1 EeV
4 embora com disperso significativa (desvio-padrio de 23.3 EeV), ao passo que Los Morados
registrou a média mais baixa, aproximadamente 25.3 EeV, com um espectro mais concentrado
(desvio-padrao de 21.6 EeV). Coihueco e Los Leones exibem padroes quase idénticos: Coihueco
conta 29 eventos com média de 29.4 EeV e desvio-padrao de 19.9 EeV, enquanto Los Leones

2https://opendata.auger.org/
3https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
“1E=10"
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Telescopios Energia [EeV] Xmax [g/cm?] 6 [°]
PAO100815 15/08/2010 LA, CO, LM, LL 82 763.2 23.8
PAO140131 31/01/2014 LA 75.5 847 60.8
PAO090322 22/03/2009 CO, LL 67.3 816.9 444
PAO150912 12/09/2015 CO 63.7 812.9 76.6
PAOO080703a  03/07/2008 CO, LL 57.6 779.1 23.8
PAO110527 27/05/2011 LL 95.1 781.7 42.6
PAOO71111  11/11/2007 co 55.6 782.3 76.7
PAO060329 29/03/2006 LL 56.5 744.3 26.3
PAO110627 27/06/2011 LA, CO 52.2 728.1 43.1
PAOO080703b  03/07/2008 CO 50.8 771.3 49.6
52814714300 08/10/2005 LL 25.03 771.97 43.42
70544999800  23/02/2007 LL, CO 41.32 803.35 65.25
71904435600 09/07/2007 CO 24.25 819.56 27.95
81847956000 03/07/2008 LL, CO 56.83 772.33 04.12
81855093300  03/07/2008 LL 25.01 711.74 29.18
83056084000 01/11/2008 LM 21.06 769.46 63.17
93196456000 16/11/2009 LL, CO 20.68 773.35 59.54
93475189000 13/12/2009 CO 22.7 848.36 42.33
100096111900 10/01/2010 LL 28.56 783.13 71.19
101297444900 10/05/2010 CO, LM 24.77 741.15 49.96
111007362100 11/04/2011 CO, LA 22.52 771.97 56.51
111246647400 05/05/2011 LA 25.24 727.29 29.21
120274889800 27/01/2012 CO, LL 52.69 766.57 60.10
131055814300 16/04/2013 LL 26.81 789.47 45.32
131354334600 15/05/2013 LA 31.75 859.59 66.17
133345159200 30/11/2013 LL 35.09 790.68 54.95
140895936400 31/03/2014 LL 21.11 754.17 29.10
151676195000 17/06/2015 LA 20.66 793.72 68.21
152545772700 12/09/2015 CO, LL 20.81 755.20 38.66
172004617100 19/07/2017 LL, LA 27.34 763.77 45.20
43485539000  14/12/2004 LL 14.81 735.54 27.71
53046835600 01/11/2005 LM 18.75 753.04 39.85
53396721700 06/12/2005 LL 19.08 807.69 35.11

Tabela 1: Eventos hibridos mais energéticos detectados pelo Observatério Pierre Auger (parte 1). Abre-
viagoes dos telescopios: LA = Loma Amarilla, CO = Coihueco, LM = Los Morados, LL. = Los Leones.
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Data Telescépios  Energia [EeV] Xpax [g/cm?] 6 [°]
63596325100  26/12/2006 LL 12.50 780.21 41.77
70767063900  18/03/2007 LM 13.13 744.19 28.93
71344648400 14/05/2007 CO, LM 16.89 751.95 50.55
80136375800  14/01/2008 CO 18.04 745.42 37.25
53076621500 04/11/2005 LL 12.86 799.34 53.52
91714019400 20/06/2009 CO, LA 19.46 774.96 43.92
103075687000 04/11/2010 LM 13.62 738.54 42.73
100145112200 14/01/2010 CO 17.98 735.52 35.30
101096573000 20/04/2010 CO 14.96 736.10 55.99
103415061700 07/12/2010 LA 17.00 761.34 51.82
111746273000 24/06/2011 CcO 17.97 762.95 50.26
111816771500 01/07/2011 LA 20.62 727.45 29.27
112375232900 25/08/2011 CO 17.69 756.23 38.21
120527142100 22/02/2012 LL 18.83 750.27 30.35
120875857600 28/03/2012 CO 15.34 769.74 52.78
121725991300 21/06/2012 LM 23.12 839.81 99.21
132786938900 06/10/2013 LM 14.74 777.69 99.98
141145465600 25/04/2014 CO 12.98 718.87 01.84
141857531801 05/07/2014 CO 15.47 775.14 65.33
152035348900 16/07/2015 LL 16.68 798.98 92.62
151714514400 20/06/2015 LL 14.22 769.85 65.83
152607492200 18/09/2015 CO 15.57 798.68 40.20
153096277400 06/11/2015 CO, LL 14.28 769.52 44.69
160436226300 13/02/2016 LA 14.36 810.38  46.73
162155077600 02/08/2016 CO 19.90 764.99 41.25
172657447200 23/09/2017 CO 16.07 784.16 35.78
172976165300 25/10/2017 LL 13.73 770.77 33.31

Tabela 2: Eventos hibridos mais energéticos detectados pelo Observatério Pierre Auger (parte 2). Abre-
viagoes dos telescépios: LA = Loma Amarilla, CO = Coihueco, LM = Los Morados, LL = Los Leones.
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Figura 4: Distribuicao das energias dos eventos de ultra-alta energia registrados pelos diferentes sitios de
telescopios de fluorescéncia do Observatério Pierre Auger: Los Leones, Coihueco, Los Morados e Loma
Amarilla. Cada barra representa a energia média (em 10'°eV) dos eventos atribuidos a cada telescépio.

possui 25 eventos, média de 31.2 EeV e desvio-padrao de 19.7 EeV. As medianas confirmam essa
semelhanca, situando-se em 19.9 EeV para Coihueco e 25.0 EeV para Los Leones, e os quartis
superiores sdo também muito préximos (41.3 EeV em ambos os sitios). Os valores maximos
coincidem em 82 EeV, indicando caudas semelhantes nas distribuicoes.

Tabela 3: Estatisticas descritivas das energias (em log(E) eV) por sitio de telescépio de fluorescéncia

Telescopio N Média Desvio Min. 25% Mediana 75% Maéax.

Coihueco 29 29.36 19.88 1298 16.07 19.90 41.32  82.00
L. Amarilla 12 34.08 23.35 14.36 20.33 23.88 36.31 82.00
Los Leones 25 31.21 19.69 12.50 16.68 25.01 41.32 82.00
Los Morados 9 25.34 21.64 13.13 14.74 18.75 23.12  82.00

Os resultados mostram que Loma Amarilla concentra, em média, os eventos mais energé-
ticos, porém acompanhados de grande dispersdo. Ja Los Morados, além de possuir a menor
contagem de eventos, apresenta a menor média de energia e um espectro mais estreito, indicando
menor variabilidade relativa. Essas diferengas podem decorrer da cobertura angular de cada
estagdo, da eficiéncia instrumental ou simplesmente da estatistica reduzida em alguns locais.
Por sua vez, Coihueco e Los Leones exibem médias e dispersées muito semelhantes; contudo,
Los Leones retine ligeiramente mais ocorréncias acima da mediana de energia, sinalizando uma
leve tendéncia a valores mais altos nesse sitio.

A Figura 5 apresenta os boxplots do pardmetro de profundidade de maximo Xp.x e do
angulo zenital § dos mesmos eventos de UHECRs detectados pelos quatro sitios de telescopios de
fluorescéncia. O Xpax (em g/ cm2) corresponde a profundidade atmosférica na qual o chuveiro
induzido pelo raio césmico atinge sua maxima intensidade de particulas secundérias. E um
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dos principais observaveis para inferir a massa do priméario: chuveiros iniciados por prétons
penetram mais profundamente (maiores Xpax) do que aqueles iniciados por nicleos pesados,
conforme j& discutido. Na Figura 5 - (a), nota-se que Loma Amarilla apresenta a mediana
mais alta (~ 830g/cm?), seguida por Coihueco (~ 820g/cm?), Los Leones (~ 800g/cm?) e Los
Morados (~ 780g/cm?). A dispersdo (distancia entre quartis) também varia: Los Morados exibe
a menor variabilidade, sugerindo eventos mais homogéneos, enquanto Loma Amarilla e Coihueco
apresentam caudas mais longas, indicando alguns chuveiros excepcionalmente profundos.

O angulo zenital € (em graus) mede a inclinagdo do eixo do chuveiro em relacao a vertical
e afeta tanto a geometria de deteccdo quanto a atenuacao atmosférica do sinal. Chuveiros mais
inclinados (# grande) percorrem trajetérias mais longas na atmosfera, alterando o perfil de
desenvolvimento. Na Figura 5 - (b), observamos que Loma Amarilla tende a registrar eventos
com # mais elevados (mediana ~ 40°) e maior amplitude de variacdo (até ~ 70°), enquanto
Los Leones filtra preferencialmente chuveiros mais verticais (mediana ~ 25°, méximo ~ 60°).
Coihueco e Los Morados apresentam distribui¢oes intermediarias, com medianas proximas de
35° e 30°, respectivamente, e dispersoes moderadas.

Em conjunto, essas distribui¢des de Xmax € 0 por sitio destacam como diferencas de cober-
tura angular e condigdes de operacdo afetam as amostras de eventos e, consequentemente, a
interpretacao fisica de sua composicao e regido de desenvolvimento.

A anélise conjunta das varidveis de energia, profundidade do maximo de desenvolvimento
do chuveiro (Xpax) € dngulo zenital da amostra de eventos de FD nao revelou evidéncias esta-
tisticas de que os diferentes sitios de telescopios de fluorescéncia apresentem comportamentos
significativamente distintos na detecgdo de UHECRs. Apesar de variagbes numéricas nas mé-
dias (como a energia ligeiramente superior registrada em Loma Amarilla), essas diferengas nao
se mostraram estatisticamente significativas. Adicionalmente, os pardmetros atmosféricos re-
lacionados ao desenvolvimento do chuveiro (Xpyax) € & geometria de chegada (dngulo zenital)
também apresentaram distribui¢cbes compativeis entre os quatro sitios, sem indicar vieses siste-
maéticos de registro por localizagdo. Em resumo, os dados disponiveis reforcam a homogeneidade
estatistica entre os telescépios, sugerindo que a distribuicdo espacial e operacional da rede FD
do Observatério Pierre Auger assegura uma cobertura equilibrada, sem favorecimento evidente
de sitios na deteccao de eventos extremos.

3 Efeitos do Campo Magnético Galactico na Propa-
gacao de Raios Césmicos

Para interpretar corretamente as dire¢bes de chegada dos eventos registrados pelo Observatério
Pierre Auger, é fundamental considerar a influéncia do campo magnético Galactico sobre as
trajetérias das particulas em sua jornada até a Terra. Ao penetrar no meio interestelar da
Via Lactea, os raios cosmicos sofrem deflexbes cujas magnitudes dependem da intensidade e da
estrutura turbulenta e regular do campo magnético local. Essas deflexdes ndo apenas alteram
as dire¢bes originais dos primérios, mas também podem afetar o espectro observado, isto é,
a distribuicdo de fluxo em fun¢do da energia, que é a principal ferramenta para estudar os
processos de aceleragdo e a origem dos raios césmicos.

Podemos distinguir, portanto, dois regimes de propagacao: no regime Galdctico, os raios
c6ésmicos viajam exclusivamente pelo meio interestelar da préopria Via Lactea, atravessando nu-
vens de gas ionizado e regides de campos magnéticos com comprimentos de coeréncia tipicos
de dezenas de parsecs; ja no regime extraGalactico, as particulas percorrem trajetérias que
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Figura 5: Distribui¢oes da (a) profundidade de maximo Xmax € (b) do angulo zenital 6 dos eventos de
UHECRs em cada sitio de telescépio de fluorescéncia.
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incluem grandes distdncias intergaldcticas [1]. A caracterizagao dessas duas janelas de propaga-
¢ao ¢é essencial para reconstruir as possiveis fontes dos UHECRs e para modelar corretamente
a distribuicdo de chegada observada pelo Auger, uma vez que a deflexdo acumulada ao longo
do caminho pode mascarar completamente as posigoes originais dos aceleradores césmicos mais
distantes.

3.1 Rosquinhas magnéticas e espirais césmicas: o campo Mag-
nético Galactico

O campo magnético Galactico é o campo que permeia a Via Lactea e se origina na movimentagao
do plasma, gés ionizado que conduz corrente elétrica, aliada a rotacao diferencial do disco e aos
processos de dinamo Galactico. Ainda que sua intensidade média seja fraca, da ordem de 107°G
(10pG), ele exerce papel decisivo na dindmica do meio interestelar, influenciando a trajetéria de
particulas carregadas como elétrons, protons e nicleos de raios césmicos, modulando a formacao
estelar ao controlar a densidade e o colapso de nuvens de gas, e guiando a polarizagdo da radiagao
sincrotron, cuja observagao indireta permite mapear sua geometria [21, 22].

O reconhecimento da existéncia
de um campo magnético na nossa

> ANATOMY OF THE MILKY WAY

galdxia remonta aos trabalhos de
Alfvén e Fermi, em 1949, que ja su-
geriam tanto um componente cad-

— Globular clusters

e tico — linhas de campo “embri-

cadas” em turbilhdes imprevisiveis
— quanto um componente orga-
nizado no plano Galdctico. Em-
bora a aceleragao de particulas até

E ~10'7eV possa ocorrer em fontes

Figura 6: A anatomia da Via Lactea galdcticas (remanescentes de super-
Créditos: esquerda: NASA/JPL-Caltech; direita: ESA. layout:

ESA/ATG medialab nova, ventos estelares), entende-se

que os UHECRSs tém origem predo-

minantemente extragalactica e, por-
tanto, sofrem deflexdes adicionais em campos magnéticos tanto intergaldcticos quanto na nossa
prépria galdxia [11].

Para corrigir e interpretar essas deflexdes, adotamos o modelo JF12 de Jansson & Farrar
(2012) [21], que combina levantamentos de emissao sincrotron (WMAPT) e medidas de rotagao
de Faraday para reconstruir tanto o componente regular de grande escala, subdividido em
brago espiral, estriato e halo, quanto o componente turbulento, caracterizado por flutuacées em
escalas de dezenas de parsecs [22]. Esse modelo fornece a base para o calculo de trajetérias
de UHECRs por back—tracking, essencial para associar as dire¢oes observadas hoje as possiveis
fontes astrofisicas no céu.
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O modelo JF2012 comtempla trés componentes:

1. Campo regular de grande escala

(a) Disco
(b) Halo toroidal
(c) Componente fora do plano

2. Campo regular + estriado

3. Campo randémico

3.1.1 Campo regular de grande escala

O componente regular de grande escala do campo magnético Galactico divide-se em trés subes-

truturas que, definidas de forma independente, garantem a nulidade da divergéncia total [21].
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Figura 7: Mapeamento do médulo do campo regular
no disco Galactico, em cortes paralelos aos planos
z=410 pc e z==1 kpc. O circulo indica a posi¢ao
solar. Figura retirada de [21].

I. Disco No plano do disco (coordenadas
x,y), que se estende de 3 kpc até cerca de
20 kpc do centro, o campo apresenta um seg-
mento interior (3-5 kpc) de orientacdo pura-
mente azimutal, circundando o nicleo Galac-
tico. Além dessa regido, as linhas de campo
organizam-se em bragos espirais descritos pela
lei

r(¢) = r_y exp(¢ coti),

onder r(¢) descreve a distancia radial ao cen-
tro galactico de um ponto sobre o brago mag-
nético em func¢ao do angulo azimutal ¢, r_, é
o valor de » quando ¢ = 0, definindo a posi-
¢ao inicial da espiral. O pardmetro #; corres-
ponde ao “pitch” da espiral, isto é, o angulo
constante entre a curva e uma circunferéncia
circular em torno do centro, de modo que a
presenca de coti; no expoente faz com que o
raio evolua exponencialmente a medida que
¢ cresce, determinando a abertura da curva:
valores maiores de coti; (equivalentes a i; me-
nores) produzem bracos mais fechados, en-

quanto coti; menores (ou i; maiores) geram bragos mais abertos. Essa configuragdo segue os

valores observacionais de 5.1; 6.3; 7.1; 8.3; 9.8; 11.4; 12.7 e 15.5 kpc para os bragos principais.

II. Halo toroidal Acima e abaixo do disco, o componente toroidal predomina até alguns

kpc, assumindo novamente orientagdo azimutal. Essa estrutura, andloga a um toro, ou “donut”

magnético, envolve o eixo Galactico em circunferéncias concéntricas.
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III. Componente em “X” Complementarmente, um campo axi-simétrico em forma de “X”
projeta-se para fora do disco, com linhas obliquas que emergem em altas latitudes, reproduzindo
medicoes de rotacao de Faraday em regides extraplanares.

3.1.2 Campo regular + estriado

Além do nicleo regular, bolhas de plasma em expansdo e o cisalhamento diferencial do disco
geram um componente “estriado”. Este segue a mesma geometria espiral do componente regular,
mas com inversoes de polaridade em escalas de poucas centenas de parsecs, transportando
estruturas magnéticas presas em nuvens quentes para altitudes maiores.

3.1.3 Campo randémico

Por fim, o campo randémico, ajustado a partir de observagoes de emissao sincrotron (WMAP)
e de distor¢oes no plano de polarizagao, introduz flutuagdes turbulentas em escalas tipicas de
dezenas de parsecs. Essas irregularidades sdo sobrepostas a componente regular do disco e do
halo, completando o modelo global de Jansson & Farrar (JF12) para o GMF [21].

3.2 Impacto do Modelo JF12 nas dire¢coes de Chegada dos UHE-
CRs

Nesta se¢ao investigamos como o modelo de campo magnético Galactico JE12 (Jansson & Farrar
2012 [21]) altera as diregoes de chegada aparentes dos UHECRs detectados pelo Observatorio
Pierre Auger. Aplicando o modelo JF12 para o cédlculo das trajetdrias, realizamos um back-
tracking (retorno) de cada evento, oriundo inicialmente das coordenadas galdcticas observadas,
até sua direcao de “origem” apods atravessar o campo magnético. Com isso, avaliamos tanto o
desvio angular individual (dngulo de deflexdo) como a redistribuigdo global dos eventos no céu
Galactico.

Na Figura 8 utilizamos uma projecao Mollweide para representar as coordenadas galacticas
(£,b) dos eventos UHECRs registrados pelo Pierre Auger Observatory. A escolha da projecao
Mollweide garante a preservacao de area, permitindo comparar diretamente a densidade de
pontos em toda a esfera celeste. As linhas de grade, espagadas a cada 30° em longitude e 15° em
latitude, servem de guia para localizar regides de maior concentracao ou auséncia de eventos.
Este mapeamento inicial evidencia a distribuicdo angular bruta dos raios cosmicos antes de
considerarmos os efeitos de deflexdo do campo magnético Galactico descrito pelo modelo JF12.

Observa-se que a estagdo de telescépios Los Leones domina o conjunto de detecgoes, com
dezenas de pontos concentrados principalmente nas longitudes proximas a 0° — 30° e entre —60°
e —30°, enquanto Coihueco surge em seguida com um nimero ligeiramente menor, porém es-
palhado por quase toda a faixa de longitudes, sobretudo entre +60° e +150°. As marcagoes
associadas a Loma Amarilla e a configuracdo Los Leones + Coihueco aparecem de forma mais
esparsa, com aproximadamente meia dizia de eventos cada, o que sugere detec¢des mais pontu-
ais nessas regioes do céu. Em contraste, as estagoes Los Morados, Loma Amarilla + Los Leones
e Coihueco + Los Morados registram apenas poucos eventos, evidenciando sua contribuicao
complementar e menor eficiéncia em cobertura angular. Por fim, a categoria “Todos” (evento
detectado simultaneamente por todas as estagoes) é quase inexistente, reforcando a relevancia
do arranjo Los Leones—Coihueco para alcancgar uma estatistica robusta de UHECRs.
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Figura 8: Mapa em projegdo Mollweide das coordenadas galdcticas (I,b) dos eventos UHECRs detectados
pelo Observatério Pierre Auger. Cada marcador colorido corresponde a um evento observado, sendo a
tonalidade atribuida de acordo com a combinacdo de estagoes envolvidas. As longitudes variam de —180°
a +180° e as latitudes de —90° a +90°, com linhas de grade a cada 30° em longitude e 15° em latitude.
A legenda abaixo do mapa associa cada cor a uma configuracdo de estagdo/sitio, permitindo avaliar
visualmente a distribui¢io e a cobertura angular dos eventos

A Figura 9 - (a) apresenta a projegdo Mollweide das diregdes de chegada observadas dos
UHECRS registrados pelo Pierre Auger Observatory, separadas em trés faixas de energia: < 15
EeV (verde), 15-30 EeV (azul) e > 30 EeV (vermelho). Observa-se que os eventos de energia
intermedidria (azul) sdo os mais numerosos e distribuem-se amplamente em longitude, com certa
concentragao em torno de £~ 0°-30° e £ ~ —60°~—30°, enquanto os de maior energia (vermelho)
tendem a agrupar-se em longitudes positivas, entre £~ 0° e £~ 60°, e também perto de £ ~ 150°.
Os poucos eventos de energia mais baixa (verde) aparecem dispersos, sobretudo em latitudes
negativas entre b~ —20° e b~ —60°.

Ja a Figura 9 - (b) exibe as diregdes back-tracked pelo modelo JF12 nas mesmas faixas
de energia, considerando que a composi¢cdao dos eventos seja de prétons. Nota-se que o back-
tracking provoca um leve deslocamento global dos pontos: os eventos de energia intermediaria
(azul) continuam dominando o mapa, mas agora com densidade maior em regides de latitude
negativa (b < —30°), enquanto os de alta energia (vermelho) mostram deslocamentos notéveis
em longitude, deslocando-se em alguns casos de ¢ = 0° para =~ —60°. Os pontos verdes (<
15 EeV) mantém-se poucos e pontuais, reafirmando que particulas de menor energia sofrem
deflexoes significativas que as dispersam ainda mais no céu Galéctico.

Para melhor visualizagdo do efeito da deflexdo pelo campo JF12, apresentamos na Figura 10
- (a), em projecao Mollweide, os vetores de deflexdo dos eventos UHECRs sob suposicao de
composicao predominante de ferro ou proton. Os circulos abertos indicam as diregoes galacticas
observadas (¢,b), enquanto os pontos preenchidos correspondem as mesmas trajetorias apds o
back-tracking pelo modelo JF12. Cada seta parte da posicdo observada e aponta para a posigao
back-tracked, sendo colorida de acordo com o dngulo de deflexdo, que varia de aproximadamente
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Figura 9: (a) Projecio Mollweide das dire¢oes de chegada observadas dos UHECRs detectados pelo
Pierre Auger Observatory, agrupadas em trés faixas de energia (< 15 EeV em verde; 15-30 EeV em
azul; > 30 EeV em vermelho). As grades a cada 30° em longitude e 15° em latitude permitem localizar
concentragoes e dispersoes angulares antes da aplicagdo do modelo de campo magnético. (b) Projegdo
Mollweide das diregoes de chegada back-tracked pelo modelo JF12 para as mesmas faixas de energia (<
15 EeV em verde; 15-30 EeV em azul; > 30 EeV em vermelho). O deslocamento dos pontos ilustra o
impacto da deflexdo magnética galdctica nas trajetorias originais dos UHECRs.
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15° (azul escuro) a mais de 140° (amarelo). A grade a cada 30° em longitude e 15° em latitude
fornece referéncia para avaliar visualmente o comprimento e a direcdo de cada vetor de deflexdo.
Na Figura 10 - (b) exibimos o mesmo procedimento para eventos assumidos como prétons.
Aqui, os angulos de deflexdo sao tipicamente menores, variando de cerca de 2° (azul escuro)
até 60° (amarelo), e as setas sdo consequentemente mais curtas. As setas permitem comparar
diretamente a magnitude das deflexdes magnéticas em fungdo da carga e energia das particulas.

Em geral, o dngulo de deflexdo 6 de uma particula césmica ao atravessar um campo mag-
nético é inversamente proporcional a sua rigidez R = E/Z e pode ser aproximado por

Ze (L B L E \ !
0~2° [ Bdl ~ 057
E /0 + <1MG> <1kpc) (1020ev> ’

onde Z é o nimero atomico do ntcleo, E a energia da particula, B, o componente do campo

magnético Galactico perpendicular a trajetéria e L a extens@o percorrida dentro do campo.
Consequentemente, prétons (Z = 1) com E ~ 10%eV apresentam deflexdes tipicas de poucos
graus, enquanto nicleos pesados, como ferro (Z = 26), podem ser desviados em dezenas de
graus sob as mesmas condigoes energéticas. Este comportamento, evidente nos histogramas de
deflexdo obtidos para diferentes composicoes (Figura 11), estd em concordancia com o modelo
de campo magnético JF12 [21].

Para quantificarmos a deflexdo dos eventos de UHECRs, a Figura 11 - (a) apresenta o
histograma dos angulos de deflexdo resultantes do back-tracking considerando os eventos com
composiciao de ferro. As barras indicam o nimero de eventos em cada intervalo de angulo,
subdividido pelas trés faixas de energia (< 15 EeV em verde, 15-30 EeV em azul e > 30 EeV
em vermelho). Como esperado, observa-se que particulas de ferro sofrem altas deflexdes, com
valores distribuidos ao longo de todo o intervalo de ~ 10° até quase 160°, sendo mais comuns
angulagbes entre 50° e 120°. A curva de densidade suavizada sobreposta destaca um pico em
torno de 70°-90°, indicando que a maioria dos eventos é desviada nessa faixa de dngulo elevado.
Na Figura 11 - (b) exibe-se o histograma equivalente para composi¢do predominantemente de
prétons. Aqui as deflexoes sdo manifestamente menores, confinando-se ao intervalo aproximado
de 0° a 60°, com concentracao acentuada abaixo de 30°. A curva de densidade suavizada revela
um maximo em torno de 15°-25°, demonstrando que prétons sofrem desvios mais reduzidos pelo
campo magnético Galactico em comparacdo com nucleos pesados.

Os resultados desta se¢ao mostram que o dngulo de deflexdo # dos UHECRSs ao atravessarem
o campo magnético Galdctico descrito pelo modelo JF12 depende sensivelmente da rigidez F/Z
das particulas. Prétons (Z = 1) apresentam desvios tipicamente da ordem de algumas dezenas
de graus, com pico abaixo de ~ 25° enquanto nicleos pesados como ferro (Z = 26) podem
ser desviados em até ~ 150°, espalhando-se por praticamente toda a proje¢do Mollweide. Esse
contraste evidencia a importancia de se determinar a composi¢cdo primaria dos UHECRs para
reconstituir com precisdo suas trajetérias de origem, mesmo em energias extremas. A combi-
nacao de vetores de deflexdo e histogramas de dngulos fornece, portanto, uma fundamentacao
quantitativa para as futuras tentativas de identificacdo de fontes astrofisicas desses eventos.

4 Propagacao de raios cosmicos

Neste capitulo, descrevemos nosso estudo sobre a propagacao extragalactica de UHECRs empre-
gando o cédigo de simulagao PriNCe (Propagation including Nuclear Cascade equations) [6].
Nosso objetivo é expor os principais aspectos do processo de propagacao e avaliar como a distan-
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Figura 10: (a) Projegdo Mollweide das dire¢oes de chegada observadas dos UHECRs detectados pelo
Pierre Auger Observatory, agrupadas em trés faixas de energia (< 15 EeV em verde; 15-30 EeV em
azul; > 30 EeV em vermelho). As grades a cada 30° em longitude e 15° em latitude permitem localizar
concentragoes e dispersoes angulares antes da aplicagdo do modelo de campo magnético. (b) Projegao
Mollweide das dire¢oes de chegada back-tracked pelo modelo JF12 para as mesmas faixas de energia (<
15 EeV em verde; 15-30 EeV em azul; > 30 EeV em vermelho). O deslocamento dos pontos ilustra o
impacto da deflexdo magnética galactica nas trajetorias originais dos UHECRs.
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Figura 11: Histogramas dos dngulos de deflexao 6 resultantes do back-tracking pelo modelo JF12, para as
composigoes de ferro (a) e protons (b), subdivididos em trés faixas de energia (< 15 EeV em verde; 15-30
EeV em azul; > 30 EeV em vermelho). As curvas de densidade suavizada ilustram a distribui¢do continua
dos desvios em cada caso, ressaltando deflexdes muito maiores para niicleos de ferro em comparacao com
prétons.
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cia de origem, a composicao nuclear e o fluxo dessas particulas influenciam o espectro observado
pelo Observatério Pierre Auger [10].

Podemos dividir a propagacao em dois regimes distintos. No regime Galactico, os raios
cosmicos percorrem apenas o meio interestelar da Via Lactea, atravessando nuvens de gas
ionizado e regides com campos magnéticos cuja coeréncia estende-se por dezenas de parsecs [23].
J& no regime extraGalactico, o foco deste Capitulo, as trajetérias incluem longas distancias entre
galaxias, onde as particulas experimentam o campo magnético de grande escala presente em
filamentos e vazios cdsmicos, além de sofrer perdas adicionais por fotodesintegracdo e interacoes
adiabaticas associadas a expansdo do Universo. Por simplicidade, nao consideraremos o efeito
do campo magnético extragalactico. Uma visdo detalhada deste Capitulo encontra-se na Tabela
abaixo.

Subtoépico II — Comparacao dos resultados com os dados

Objetivo: Simular UHECRs com o cédigo Prince e comparar com os dados
do Observatério Pierre Auger

Tasks:

o Calcular os efeitos de EBL (FEztragalactic Background Light) e perdas de energia
na propagacao extragalatica de particulas.

e Comparar os resultados com o espectro do Observatério Pierre Auger.

4.1 Radiagoes Césmicas e Principais perdas de energia
4.1.1 Radiagoes coésmicas

Nesta secdo, apresentamos as radiagdes de fundo relevantes para a propagacdo de UHECRs e
discutimos os principais processos de perda de energia que delas decorrem. A luz de fundo
extragalactica EBL é a soma de toda a luz emitida em todo o espectro eletromagnético ao longo
da histéria do Universo. Ela inclui os chamados fundos césmicos, que cobrem uma ampla faixa
de comprimentos de onda, desde os raios gama até as ondas de radio, e estdo associados a
fendmenos primordiais [1, 24].

Essas radiacoes cosmicas de fundo sdo campos difusos de fétons que preenchem o espago
e interagem com particulas de alta energia. Entre as mais relevantes estao: a CMB (Cosmic
Microwave Background, ou radiacao césmica de fundo de micro-ondas), a CIB (Cosmic Infrared
Background, ou radiacdo césmica infravermelha) e a COB (Cosmic Optical Background, ou
radiagdo césmica no 6ptico). Nesta segdo, detalharemos cada uma delas e discutiremos como
interferem na propagacao dos raios césmicos, veja Figura 12.

Essas radiagbes sdo importantes porque resultam em efeitos que causam perdas de energia
nos raios césmicos, como a producao de pares, a fotoprodugao de pions (responsavel pelo efeito
GZK) e a fotodesintegracao de nucleos - processos que também serdo explicados nas proximas
subsecoes.
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Figura 12: Distribui¢oes Espectrais de Energia esquematicas dos fundos mais intensos do Universo, com
seu brilho aproximado em nWm~2sr~! indicado em cada caixa. Da direita para a esquerda: Radiacio
Césmica de Fundo em Micro-ondas (RCM), Fundo Césmico Infravermelho (RCI) e Fundo Césmico Optico
(COB). Figura retirada de [25].

Radiagbes cosmicas

1. Radiacao Césmica de Micro-ondas (RCM)
2. Radiagao Coésmica Infravermelha (RCI)
3. Radiagdo césmica no Optico (COB)

I. Radiacao césmica de micro-ondas

Cerca de 380.000 anos apds o Big Bang, o Universo havia esfriado até cerca de 3000 K,
tornando-se transparente aos fétons que, até entdao, permaneciam acoplados & matéria. Essa
“liberacao” de radiagdo deu origem ao que hoje chamamos de Radiagdo Césmica de Fundo
em Micro-ondas. A medida que o Universo se expandiu, seus comprimentos de onda foram
esticados (redshift), deslocando o pico de emissdo de aproximadamente 1 pm, na regido visi-
vel-infravermelha, para cerca de 1,9 mm, na faixa de micro-ondas. Atualmente, a CMB apre-
senta uma temperatura de aproximadamente 2.725 K, apenas algumas fragoes de grau acima do
zero absoluto. Como todo raio césmico ultradenso cruza esse campo de fétons, sdo na CMB que
ocorrem mecanismos cruciais de perda de energia, desde a producdo de pares elétron-positron
até a fotoproducao de pions, fundamentais para modelar o espectro observado em detectores
terrestres [11, 25]..

II. Radiagao cosmica infravermelha
A Radiagao Césmica Infravermelha de Fundo (RCI) corresponde a um brilho difuso de f6tons

infravermelhos que preenche todo o espago. Em vez de provir de fontes pontuais, ela resulta da
soma de toda a radiagdo infravermelha emitida por estrelas, galdxias e outros objetos ao longo
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da historia césmica. Grande parte dessa luz original jamais nos chega diretamente: durante seu
trajeto, poeira e gas absorvem radiagao ultravioleta e visivel e reemitem essa energia em com-
primentos de onda mais longos, no infravermelho, pelo chamado processo de emissao térmica —
responsavel pela parcela dominante da RCI. Além disso, contribuem para esse fundo a radiagao
sincrotron, gerada por elétrons acelerados em campos magnéticos, e a emissao resultante da
recombinag¢do de atomos de hidrogénio e hélio no universo primordial.

Como um verdadeiro “registro féssil” do Universo, a RCI contém informagoes valiosas sobre
a formacdo de galaxias, a evolugdo de nuvens de poeira e os mecanismos de aglomeracdo da
matéria em grande escala ao longo do tempo césmico [11, 25].

III. Radiagdo césmica no optico

O Fundo Césmico Optico (COB) corresponde ao brilho difuso na faixa visfvel do espectro
eletromagnético: a luz “que nossos olhos poderiam captar” se nao fosse tao fraca. A maior
parte desse brilho origina-se das estrelas formadas ao longo da histéria césmica, sobretudo em
galdxias com redshift z < 10, ou seja, relativamente préximas em termos astronémicos. Fontes
adicionais incluem reinos ativos em torno de buracos negros supermassivos (AGNs), explosoes
de supernova e até eventuais decaimentos de particulas exéticas.

O COB funciona como um “registro fotografico” do Universo: nele estao impressos vestigios
do nascimento e da morte estelar, desde as primeiras geragoes de estrelas da Populacao III até as
galdxias mais recentes. Comparar o brilho total do COB com a soma da luz atribuida a objetos
individuais ajuda a quantificar quanta radiacdo visivel ainda permanece sem identificagdo.

[26]

4.2 Perdas de energia
4.2.1 Fotoproducao de pions e o efeito GZK

Os proétons e outros ntcleos interagem com os fétons difusos que preenchem o Universo, e essa
probabilidade cresce com a energia da particula. Quando um préton ultrarrelativistico possui
energia no referencial de centro de massa superior a ~ 280MeV (seu limiar para a fotoprodugao

02%eV, a colisao com um féton da CMB pode

de pions) e energia no laboratério da ordem de 1
gerar uma ressonancia A", seguida da producdo de pions e da consequente perda de energia do
préton original.

Esse mecanismo, conhecido como efeito GZK (Greisen—Zatsepin—Kuzmin) devido aos seus
descobridores, impde um “corte” no espectro de raios cosmicos observaveis na Terra. Esquema-

ticamente (ver Figura 13), temos:

p+7ro
p+yems — AT —
n+nt

A ressonancia AT existe por apenas ~ 10724s, tempo suficiente para fragmentar o préton em
um pion e um nucleon, o que reduz tipicamente ~ 200MeV da energia cinética do préton por
interagao [11, 23].

Além de responséaveis pelo corte no espectro de prétons, esses processos geram raios gama: os
pions neutros decaem quase instantaneamente em pares de fétons: 70 — v+, ou, em menores
proporcoes, em léptons e fétons: 70 — et +e~ 4. Dessa forma, a energia perdida pelo préton
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Figura 13: Esquema ilustrativo do Efeito GZK: interacdo de um préton ultraenergético com fétons do
Fundo Coésmico de Micro-ondas, levando a producao de pions e a perda de energia do préton.

é, indiretamente, convertida em radiagdo gama. Por fim, define-se a esfera GZK como o raio
maximo de origem de particulas que ainda chegam a Terra com energia acima do corte, uma
distancia além da qual as perdas acumuladas na fotoproducdo de pions tornam sua deteccao
invidvel [11].

Curiosidade sobre a descoberta do pion!

César Lattes e o mediador da forca nuclear

Em 1935, o fisico japonés Hideki Yukawa propds que a forca forte, responsavel
pela coesdo dos niicleos atomicos, seria mediada por uma nova particula: o méson .
Dois anos depois, em 1937, Carl D. Anderson e Seth H. Neddermeyer, ao buscarem esse
“pion”, identificaram por acaso o muon (u), cuja massa (= 105MeV) era préxima aquela
prevista para o m (135-140 MeV), o que gerou a confuséo inicial.

Ja em 1943, tedricos previram que o pion decairia em um muon, que por sua vez se de-
sintegraria em um elétron e neutrinos, sequéncia de decaimentos confirmada experimen-
talmente em seguida. Em 1946, o brasileiro César Lattes obteve uma bolsa de estudos,
curiosamente financiada por uma empresa de charutos, para trabalhar na Universidade
de Bristol, no grupo de Cecil Powell (futuro Nobel de Fisica, 1950) e Giuseppe Occhialini,
que ja colaborara com cientistas da USP.

Pouco depois, Lattes contribuiu decisivamente para a descoberta experimental definitiva
do pion [27]. Lattes introduziu no Brasil o uso de emulsoes nucleares “supercarregadas”,
peliculas fotograficas aprimoradas com compostos como o borato, nas quais particulas
ionizantes deixam trilhas que podem ser examinadas ao microscopio. Essa técnica, fun-
damental para o mapeamento de eventos de particulas, formou geracoes de pesquisadores
brasileiros em fisica de altas energias [28]. Em experimentos com ciclotrons, aceleradores
que impulsionam prétons em trajetorias helicoidais, Lattes observou diretamente mésons
7T e m~ produzidos por fotoproducao, marcando a primeira geracao controlada dessas
particulas em laboratério [27].

4.2.2 Producao de pares

O processo de produgdo de pares, visto do referencial do nicleo, pode ser representado pela
reacao
A+yens = A+et e,

28



onde A é o nucleo carregado, inicialmente em repouso. Nesse fendmeno, um féton de alta
energia interage com o niicleo, gerando um par elétron—positron sem alterar significativamente
o nucleo, veja Figura 14. Esse processo ocorre quando a energia do féton atinge o limiar de
aproximadamente 1 MeV [24].

Como a fragdo de energia perdida em cada interacdo é muito pequena, a produgao de pares
pode ser tratada como um mecanismo continuo de atenuacdo. No referencial de laboratério,
adotando-se m~ = 0, a condi¢ao de conservagao de energia para este processo torna-se:

EaByous = Am(mA+ ATm)

onde Am = 2m, ¢é o incremento de massa correspondente ao par elétron—pésitron [23]. Além

YCMB

Figura 14: Producgdo de pares: um féton da CMB interage com um nicleo A, gerando um par elé-
tron—pésitron.

disso, o par formado pode aniquilar-se, emitindo dois fo6tons de energia aproximadamente igual
a massa de repouso do elétron (0.511 MeV cada). Esses raios gama secunddrios contribuem
para o fluxo observado na Terra, nao proveniente diretamente de fontes astrofisicas, mas sim de
interagoes de particulas durante sua propagacao [1, 11].

4.2.3 Fotodesintegracao de nicleos pesados

A fotodesintegracao (ou fotoerosdo) é o mecanismo de perda de energia mais eficiente para
nicleos com nimero de massa A > 2. Ela ocorre quando um nicleo interage com um féton de
alta energia, tipicamente da radiagdo cosmica de fundo, e se fragmenta em niicleos mais leves.
Durante a propagacgao intergaldctica, esses nucleos perdem energia pela emissdao de prétons,
néutrons ou agrupamentos como ntcleos de hélio. Por exemplo, um atomo de silicio pode
sucessivamente liberar fragmentos “He ao colidir com fétons de fundo.

Nesta subsecdo, examinamos quatro regimes principais de fotodesintegracao:

1. Ressonincia de Dipolo Gigante (GDR): Atua em energias de f6ton no ntcleo entre
~ 10 e 30 MeV, produzindo um pico largo na secdo de choque de absorgdo de ~ pelos
nicleos, caracteristico de oscilages coletivas de prétons contra néutrons [11].

2. Mecanismo Quasi—Deuteron (QD): Para energias até ~ 150 MeV, o féton interage
preferencialmente com pares de niicleons (préton—néutron) dentro do nicleo, que se com-
portam como um “mini-deutério” (2H), promovendo sua quebra [11].

3. Producgao de Mésons: Em energias intermedidrias, o foton pode excitar estados bari-
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onicos (ressonancias), por exemplo
y4+p — A(1232) — p+7°,

onde A(1232) decai num préton e um pion neutro [29].

4. Foto—Fragmentacao (PF): Acima de ~ 1 GeV, o nicleo sofre fragmentacao miltipla,
emitindo diversos fragmentos leves e nucleons, esvaziando progressivamente sua massa e

energia.

Em cada etapa, o niicleo original perde energia de forma quase continua, pois a fragdo de energia
removida em cada interacdo é pequena. A medida que as interacdes se sucedem, o 4tomo torna-
se cada vez mais leve, modificando sua composicao nuclear e influenciando o espectro final dos
UHECRS detectados na Terra. A figura 15 ilustra esse fendmeno:

g . He
OQ
~ . He
O

Fotodesintegracao

Figura 15: Esquema de fotodesintegracdo de um nicleo de silicio (Si) por um féton de alta energia,
resultando na emissdo de nicleos de hélio (He).

A figura 16 apresenta alguns aspectos da fotodesintegracao mencionados. Podemos concluir
alguns pontos a partir delas:

(a) A figura (a) mostra a secao de choque total oy da fotodesintegragdo em fungao da energia
do féton incidente, evidenciando a probabilidade de ocorréncia do processo em diferentes
faixas de energia. Identificam-se claramente os picos correspondentes a GDR (ressonéncia
de dipolo gigante), QD (quasi-deuteron), ISOBAR, (producao de mésons via ressonancias
baridnicas) e fragmentagdo nuclear, conforme discutido anteriormente.

(b) A figura (b) apresenta o nimero médio de niicleons emitidos por interagao versus a energia
do féton, fornecendo uma estimativa da energia perdida pelo nicleo em cada evento. A
curva de fragmentacdo aparece com uma faixa sombreada, que representa a incerteza entre
dois cendrios extremos: evaporacao gradual do nucleo remanescente versus destruicao

instantanea na primeira interagao.
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Figura 16: Contribuigoes dos diferentes processos (GDR, QD, ISOBAR e fragmentaciao) para a fotode-
sintegragdo nuclear. Figuras retiradas de [30]

4.3 PriNCe - Propagation including Nuclear Cascade equations

O c6digo PriNCe (Propagation including Nuclear Cascade equations) calcula a propagagao de
UHECRSs ao longo de trajetorias extragalacticas, incorporando processos fisicos como perdas de
energia, interagoes com fétons de fundo e transformagdes de nicleos devido a fotodesintegracao.
Matematicamente, o problema reduz-se a integracdo de um sistema de equagoes diferenciais
que governam a evolugdo, em tempo e energia, da densidade comével Y;(E;, z) para cada espécie
de particula i (prétons, nucleos leves e pesados, etc.). Aqui, Y; é a quantidade média de
particulas i por unidade de volume em um Universo em expansdo. A equacao geral é:

o -
- _7[bad(Evz)}/Z] OF

=35 e (.20 =7 (B )Vt Qi)+ 1B, (1)

onde:
e 0,Y; — variacdo temporal da densidade comdvel da espécie i.
o bag = —FEnq — taxa de perda de energia por expansao césmica (perdas adiabaticas).

¢ beto— = —E_+,— — perdas por producio de pares elétron-pésitron na interacio com a
radiagéo de fundo.

. Ti_l — coeficiente de interacao fotonuclear (inclui decaimentos espontaneos e fotodesinte-

gracgao).

e (Qj-i]Y;] — termo de acoplamento que representa o surgimento de particulas i a partir da
fragmentagdo ou decaimento de espécies j.

o Ji(E,z) — termo fonte, definindo a injegao de particulas i pelas fontes astrofisicas.

Em lugar de uma simulacao tridimensional completa, assume-se que, em altas energias,
as particulas descrevem trajetorias essencialmente retilineas (regime balistico), dada a fraca
deflexao pelos campos magnéticos coerentes em escalas galacticas e intergalacticas. Dessa forma,

31



a dependéncia temporal pode ser convertida em funcao do redshift z, simplificando a modelagem
sem comprometer a precisdo em regimes de alta energia [6].
O cb6digo permite ainda parametrizar as fontes de UHECRs quanto a:

1. Espectro de emissao: forma e normalizacdo da distribuicdo de energia.
2. Composicao nuclear: fragoes relativas de prétons, hélio, carbono, ferro etc.

3. Distribuicdo no espago—tempo: fontes isotrépicas e homogéneas, separadas por dis-
tdncias muito inferiores ao comprimento de difusao efetivo.

Com essa formulacdo, o PriNCe gera perfis espectrais simulados que podem ser comparados
diretamente com o espectro observado pelo Observatério Pierre Auger, permitindo explorar
sistematicamente o impacto da distancia, composi¢do e evolug¢io da populagdo de fontes sobre
o sinal detectado.

4.4 Simulacgoes e resultados

Nesta segao apresentamos os resultados da propagagao utilizando o cédigo PriNCe [6]. Realiza-
mos diferentes simulagoes variando as distancias das fontes para avaliar o impacto das perdas de
energia e da composi¢do quimica no espectro total de particulas medido. Para isso, simulamos
um espectro de injecao “hard” (indice espectral v =1.0) com composi¢oes mistas de elementos

0197 eV, respec-

na fonte , fixando as energias minima e maxima em Fyj, = 10%eV e B =2 x 1
tivamente. As simulagdes isotropicas incluem fontes até D¢ &~ 3400 Mpc (equivalente a z =~ 1,0
%), Além disso, comparamos diferentes modelos de EBL para quantificar como a atenuacio

extragalactica afeta o espectro final [25].

4.4.1 Efeito da distancia e composicao no espectro de energia

As particulas s@o geradas nas fontes segundo uma lei de poténcia (dN/dE = E~7) e propagam-
se pelo meio intergalactico, interagindo com a radiacdo coésmica de fundo conforme discutido
na Secao 4.1.1. O grafico 17 ilustra as diferengas entre os modelos de EBL implementados no
codigo, sendo que, neste trabalho, adotamos os modelos de Gilmore e de Dominguez [31].

Nas Figuras 18 apresentamos o resultado da injecao “hard” de ferro e nitrogénio, ilustrando
em cada painel colorido as contribuicoes de diferentes faixas de redshift, e comparando os mo-
delos de EBL de Gilmore et al. (linha cheia) e Dominguez et al. (linha pontilhada) [25].
Observa-se que, & medida que o redshift aumenta, o pico de E3.J(FE) desloca-se para energias
progressivamente menores e sofre reducao de amplitude, devido ao aumento do processo de foto-
desintegracao, gerando uma maior contribuicdo de particulas leves. No modelo de Dominguez,
a supressdo do fluxo torna-se mais pronunciada em E > 109 eV, achatando o contorno do
pico principal; j& no modelo de Gilmore a atenuacdo é um pouco menor, resultando em um pico
ligeiramente mais estreito e deslocado para energias superiores. Essas diferencas tornam-se es-
pecialmente evidentes nos painéis de maior redshift, onde a escolha do modelo de EBL impacta
de forma significativa a forma e amplitude do espectro de particulas.

Como mostrado na Figura 19, os trés modelos de composicdo quimica apresentam comporta-
mentos distintos quando confrontados com os dados experimentais do Pierre Auger Observatory

5Em um modelo CDM plano com Hg =70 kms™'Mpc™!, ©,, =0.3 e Q) = 0.7, a distancia comével
até z=1¢é D¢ ~ 3400 Mpc.
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Figura 17: Densidade espectral de fétons do fundo extraGaldctico de luz no redshift z = 0, representada
como E-n(E) em unidades de cm ™3 versus a energia do féton em GeV. As curvas correspondem aos
modelos de Franceschini et al. (azul), Inoue et al. (laranja), Gilmore et al. (verde) e Dominguez et
al. (vermelho) [31]. Observa-se um pico comum em torno de E ~ 10711-1072GeV, relacionado ao
infravermelho e 6tico, seguido por uma segunda estrutura menor no ultravioleta. As pequenas diferencas
entre os modelos na regido Otica refletem distintas estimativas da evolucao estelar e do actimulo de
poeira, enquanto o corte abrupto indicado pela linha vertical vermelha (E ~ 1078GeV) evidencia a
energia maxima considerada no modelo de Dominguez et al.

Tabela 4: Composigdes dos Modelos A, B e C

Modelo  fu  foe fN  fsi [fre

A 05 03 281 46 0.2
B 06 01 01 0.01 0.0
C 0.0 673 281 4.6 0.0

(Auger 2017 [32]), veja Tabela 4. No modelo A observa-se boa concordéncia com os pontos ex-
perimentais na regido de transicio (10'8-10'% eV), porém a curva tedrica tende a superestimar

o fluxo acima de ~ 1019

eV, indicando que a presenca significativa de prétons e hélio pode ser
excessiva em energias mais altas. J4 o modelo B, quase puramente leve, falha em reproduzir a
regido conhecida como “tornozelo” em ~ 1087 eV e exibe uma queda abrupta acima de 10
eV, afastando-se dos dados Auger e sugerindo que uma mistura quase sem nicleos pesados nao
é compativel com o espectro observado. Por fim, o modelo C, em que a composicdo é dominada
por hélio e nitrogénio, ajusta com maior precisdo tanto o “tornozelo” quanto a inclinagao de
decaimento do fluxo até 10?0 eV, mostrando concordancia ampla com os pontos experimentais
na faixa de 10'85-10'5 eV. Esses resultados, resumidos na Tabela 4, indicam que cendrios
com predominio de elementos intermediarios e contribui¢ées moderadas de componentes leves
(como no modelo C) oferecem a melhor descrigdo do espectro de raios césmicos ultrarrapidos
observados pelo Pierre Auger

4.4.2 Efeito das perdas de energia no espectro de particulas

Nesta secao analisamos como diferentes mecanismos de perda de energia moldam o espectro de
particulas observado, partindo de uma emissao isotropica de composi¢ao descrita pelo Modelo
C (veja Tabela 4) na fonte e acrescentando progressivamente os processos de producdo de par,
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Figura 18: Gréficos para diferentes valores de redshift (z) com energia méxima de E = Z x 10197 &V.
Cada subfigura mostra o espectro correspondente ao valor de z indicado na legenda.
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Figura 19: Comparacdo entre os espectros energéticos previstos pelos modelos A, B e C e os dados
experimentais do Pierre Auger Observatory (pontos pretos) de 2017 [32]. Cada curva representa E3.J(E)
em funcdo da energia F, evidenciando como varia¢ées na composicdo quimica influenciam a forma do
“tornozelo” e a inclinacio de decaimento do fluxo até ~ 1020 eV.
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fotodesintegragdo e perdas adiabdticas. Cada um desses efeitos introduz supressées especificas
em distintas faixas de energia, de modo a alterar tanto a inclinacdo quanto a amplitude do
espectro final.

Na Figura 20 apresentamos inicialmente o caso em que ndo se considera a produgao de
pares ao longo da propagacdo. Observa-se que, sem essa perda, a curva E3.J(E) (linha marrom
escura) permanece elevada e suave até energias superiores a 10! GeV, ndo exibindo a diminui¢io
caracteristica esperada pela interacdo proton—féton no fundo de micro-ondas césmico. Como
os prétons ndo perdem energia, o fluxo é maior nesta regido do espectro. Os pontos pretos
correspondem aos dados do Pierre Auger Observatory (2017) e mostram um declinio mais

019.5

acentuado acima de ~ 1 eV, evidenciando a importancia de incluir a produgao de par para

reproduzir corretamente a forma do “tornozelo” e a queda do fluxo em altas energias.
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Figura 20: Espectro E3.J (E) para emissdo isotrépica sem perdas por produgéo de par. A curva continua
marrom mostra o resultado teérico obtido sem incluir esse mecanismo, em contraste com os pontos
experimentais do Pierre Auger Observatory (2017) [32].

Quando nao se consideram as perdas adiabaticas, ou seja, a diluicdo de energia das particulas
devido a expansao do Universo, o espectro resultante permanece excessivamente “duro” em bai-
xas energias, gerando um fluxo elevado e quase plano até cerca de 10%° GeV, conforme ilustrado
na Figura 21. A curva marrom continua, obtida sem esse mecanismo, exibe um pico deslocado
para energias inferiores e ndo apresenta o achatamento gradual observado experimentalmente
entre 10? e 10105 GeV. Além disso, a falta de perdas adiabaticas faz com que a contribuicao de
nicleos leves (A =2-4) e intermediarios (A = 5-14) mantenha-se exageradamente alta, enquanto
os dados do Auger indicam um declinio mais acentuado nessa regiao. Portanto, ndo considerar
as perdas adiabaticas leva a uma discrepancia significativa no formato do “tornozelo” e impede
um adequado ajuste do modelo ao espectro observado.

Por fim, quando as perdas por fotodesintegracio sdo ignoradas, o espectro final exibe um
comportamento significativamente mais duro em energias elevadas, conforme ilustrado na Fi-
gura 22. Com a composicao de fonte dominada por hélio (fge = 67.3), nitrogénio (fx =28.1) e
silicio (fs; = 4.6), observa-se que, sem a desintegracao dos nicleos ao interagirem com fétons de
EBL e CMB, a contribui¢do de componentes mais pesados (particularmente silicio e nitrogénio)
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Figura 21: Espectro E3J(E) para emissdo isotrépica com perdas por producio de par e fotodesintegra-
¢ao incluidas, mas sem considerar perdas adiabaticas devido a expansao césmica. As curvas coloridas
representam contribui¢des por faixas de massa (A =1 em vermelho, 2 < A <4 em cinza, 5 < A <14
em verde, 15 < A <27 em laranja e 28 < A < 56 em azul), enquanto a linha marrom continua mostra
o espectro total. Os pontos pretos sdo os dados experimentais do Pierre Auger Observatory (2017). A
auséncia de perdas adiabaticas resulta em um “ankle” excessivamente duro em baixas energias e em um
pico deslocado, evidenciando a importancia desse mecanismo para reproduzir corretamente a forma do
espectro ultrarrapido.

permanece pronunciada até ~ 10! GeV. Isso resulta em um pico deslocado para energias maiores
e em uma queda menos abrupta do fluxo em comparagdo com os dados do Pierre Auger Ob-
servatory (2017) [32]. Em suma, desprezar a fotodesintegragao faz com que os niicleos pesados
cheguem ao observador com energia excessiva, impedindo que o modelo reproduza corretamente
0 “tornozelo” e a supressdo esperada acima de ~ 10-2eV.

Neste capitulo, concluimos que as simulacoes realizadas com o cédigo PrilNCe revelam que
a forma do espectro de UHECRs depende de maneira critica da distancia das fontes, da com-
posicdo quimica injetada e dos mecanismos de atenuagao extragalactica. Ao variar o alcance
das fontes até z ~ 1 (Figura 18), observamos que contribuigoes de altas distancias deslocam o
pico de E3.J(FE) para energias menores e reduzem sua amplitude, efeito acentuado quando se
adota o modelo de EBL de Dominguez em comparacao ao de Gilmore. A comparacao entre os
trés cenarios de composigao (Tabela 4, Figura 19) demonstra que misturas ricas em elementos
intermediarios (modelo C) reproduzem com maior fidelidade o “tornozelo” e a supressao acima
de 1095 eV registradas pelo Pierre Auger (2017) [32]. Finalmente, a inclusdo de todas as per-
das de energia: producgdo de pares, fotodesintegracdo e adiabdaticas, é essencial para modelar
corretamente tanto o formato quanto a inclinagdo do espectro observado, evidenciando que a
combinacao desses processos fisica e cosmoldgica é indispensavel para a interpretacao robusta
dos UHECRs.
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Figura 22: Espectro E3.J(E) resultante de emissio isotrépica com composicio mista na fonte, sem incluir
perdas por fotodesintegragdao. As curvas coloridas correspondem as contribuicoes de diferentes intervalos
de massa atomica (A = 2-4 em cinza, 5 < A <14 em verde e 28 < A < 56 em azul), enquanto a linha
marrom continua representa o espectro total. A auséncia de fotodesintegracdo mantém um excesso de
nicleos pesados em altas energias, resultando em um pico deslocado para energias maiores e em uma
supressao menos acentuada acima de ~ 1019-5eV.

5 Conclusao

Este trabalho visou investigar os mecanismos que moldam o espectro de UHECRs desde sua
emissao na fonte até a deteccdo em Terra, combinando analise de dados piiblicos do Observa-
tério Pierre Auger com simulac¢Ges numéricas de propagacao extragaldctica. Nosso objetivo foi
quantificar como a distancia das fontes, a composicdo quimica inicial e os diferentes proces-
sos de perda de energia interagem para produzir o formato observado do espectro, incluindo o
“tornozelo” e a supressdo em altas energias.

Inicialmente, exploramos a qualidade e a distribui¢do dos eventos hibridos liberados pelo
Auger até 2020, estabelecendo a base empirica para calibrar nosso cédigo de propagagao PriNCe
[6]. Em seguida, investigamos o papel do campo magnético Galactico na deflexao e difusdo das
particulas, aplicando o modelo Jansson & Farrar (JF12) para quantificar o efeito das compo-
nentes regular, estriada e turbulenta sobre as trajetorias dos UHECRs. A anélise de N =59
eventos hibridos do Pierre Auger revelou que a distribuicao em trés faixas de energia: 12 even-
tos (=~ 20%) com E < 15 EeV, 35 (= 60%) em 15—30 EeV e 12 (= 20%) acima de 30 EeV, esta
diretamente refletida nos angulos de deflexdo médios. Para protons, obtivemos

(0), = 22°+13°,

com cerca de 75% dos desvios abaixo de 30°. J4 para nicleos de ferro, a deflexao média elevou-se
a
(0)pe = 90°+35°,

com a maioria dos eventos desviados entre 50° e 120°.
Na etapa de propagacao extragalactica, incorporamos de forma progressiva os principais
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mecanismos de atenuacdo: producao de pares, fotodesintegracao e perdas adiabaticas, em dife-
rentes cenarios de composicao, variando desde injecao rica em protons até misturas dominadas
por hélio e nitrogénio. Também comparamos distintos modelos de EBL (Gilmore e Dominguez)
para avaliar a sensibilidade do espectro final ao nivel de radiagdo de fundo. Os resultados mos-
tram que apenas a combinagao adequada de composigoes intermediarias (CNO) e a incluséo de
todos os processos de perda reproduz com fidelidade o “tornozelo” e a supressao em altas ener-
gias do espectro, ressaltando a importancia de cada efeito fisico e cosmoldgico na interpretacao
dos UHECRs. As simulagoes extragalacticas usando o modelo C de composigao (predominancia

01956V com

de CNO) reproduziram o “tornozelo” em ~ 10'¥7eV e a supressdo acima de ~ 1
divergéncias relativas inferiores a 10% em toda a faixa.

O Observatorio Pierre Auger desempenha um papel crucial no estudo das propriedades dos
raios cosmicos de mais altas energias, fornecendo um dos maiores conjuntos de dados hibridos
disponiveis, combinando detectores de particulas em superficie com telescépios de fluorescéncia.
Gracas a sua vasta area de coleta e a sensibilidade a varias componentes do chuveiro atmosférico,
o Auger permite determinar com precisdo a energia, a composicao e a profundidade do maximo
desenvolvimento do chuveiro (Xpyax) das particulas incidentes, abrindo janelas para testes fi-
sicos além do Modelo Padrao em regimes de energia inalcangdveis por aceleradores terrestres.
Além disso, suas observacoes do espectro, da anisotropia e da composi¢do enriquecem nosso
entendimento sobre os mecanismos de aceleracdo em fontes astrofisicas e sobre os processos
de interacdo envolvendo radiagdo de fundo, consolidando o Observatério como uma referéncia
essencial para toda a comunidade de fisica de altas energias.
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Resumo

A cinética quimica é uma area fundamental da quimica, responsavel
por estudar a velocidade das reagoes e 0os mecanismos que governam os
processos quimicos. Compreender como as reagoes ocorrem e quais fato-
res influenciam sua rapidez é essencial para diversas aplicacoes cientificas
e industriais, como no desenvolvimento de catalisadores, na formulagao
de medicamentos e na otimizacao de processos quimicos. No contexto
desse estudo, a hipdtese do estado estacionario se destaca como uma das
ferramentas mais utilizadas para simplificar o tratamento matematico de
reacoes quimicas complexas. Essa hipdtese assume que a concentragao
dos intermediarios reacionais permanece aproximadamente constante ao
longo do tempo, permitindo a obtencao de expressoes mais simples para
a velocidade da reacao.

Este trabalho apresenta uma andlise aprofundada da validade dessa
aproximacao em diferentes cendrios, considerando suas aplicac¢oes, van-
tagens e limitacoes. Sao discutidas as condigbes necessarias para que a
hipdtese seja aplicavel, bem como os possiveis erros decorrentes de sua
utilizacao inadequada. Além da abordagem tedrica, inclui-se uma re-
visao de estudos experimentais que evidenciam tanto a eficadcia quanto
as restrigoes dessa metodologia.

A relevancia desse estudo reside no fato de que a escolha do modelo
cinético adequado é crucial para a correta interpretacao dos mecanismos
reacionais. Ignorar as limitacoes da hipdtese do estado estacionario pode
levar a conclusoes equivocadas sobre a dinamica das reagoes quimicas.
Portanto, este trabalho refor¢a a necessidade de uma andlise criteriosa
na modelagem de reagoes, além de sugerir abordagens complementares
que podem ser utilizadas para melhorar a precisao da descricao cinética
em sistemas mais complexos.

Palavras-chave: cinética quimica; hipétese do estado estacionario; me-
canismos reacionais; modelagem matematica; reacoes quimicas.
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1 Introducao

A cinética quimica é o ramo da quimica responsavel pelo estudo da velocidade
das reacoes quimicas e dos mecanismos pelos quais os reagentes se transformam em
produtos. Essa area, diferente da termodinamica, permite compreender nao apenas
“se”uma reacao ocorre, mas “como’e “quao rapido”ela acontece, possibilitando o
controle de processos industriais, o entendimento de fendomenos naturais e o avanco
em pesquisas nas areas de saude, meio ambiente e tecnologia.

Este trabalho se fundamenta em diversos autores classicos e modernos da fisico-
quimica e cinética quimica. A base conceitual da hipétese do estado estacionario
foi amplamente discutida por (LAIDLER, 1987), sendo ainda explorada nos meca-
nismos cataliticos em (ESPENSON, 1995). Para o entendimento dos fundamentos
de cinética em solugoes e gases, recomenda-se a leitura de (ATKINS; PAULA; KE-
ELER, 2022), (ENGEL; REID, 2013), (LEVINE, 2010) e (CHANG; GOLDSBY,
2011), todos oferecendo abordagens didaticas e tedricas robustas. A obra de (HOU-
GEN; WATSON; RAGATZ, 1967) oferece uma perspectiva pratica sobre cinética
em engenharia quimica, enquanto (MARON; LANDO, 2002) e (MCQUARRIE;
SIMON, 2017) aprofundam a modelagem matemadtica e molecular. Outros tex-
tos importantes incluem (TROUTON, 2021) e (JENKINS; WILDGOOSE, 1992),
que discutem a relacao entre termodinamica e cinética. Para a base estatistica e
energética das reagoes, vale consultar (HILL, 1986), especialmente no contexto de
energia livre de ativagdo. A obra classica de (FROST; PEARSON, 1977) ainda
se destaca por discutir diversos exemplos da hipotese do estado estaciondrio com
clareza. Finalmente, a publicacdo de (HAMMOND, 1955) introduz o conceito de
estado de transicao de forma pioneira, sendo essencial para entender os fundamen-
tos energéticos das reagoes.

O primeiro cientista a investigar sistematicamente esse campo foi o alemao
Ludwig Ferdinand Wilhelmy, em 1850. Em sua pesquisa pioneira, ele analisou a
hidrélise acida da sacarose — a quebra do agtcar comum (de mesa) em glicose
e frutose na presenca de acido. Para acompanhar a reacao, Wilhelmy utilizou
um polarimetro, instrumento que mede a rotacao da luz polarizada causada por
substancias oticamente ativas. Como a sacarose e seus produtos finais possuem
diferentes rotacoes épticas, ele conseguiu medir com precisao a taxa de reacao
ao longo do tempo. A partir desses dados, propos uma equagao diferencial que
descrevia a velocidade da reagao como proporcional a concentragao do reagente
— uma das primeiras formulagoes mateméaticas de uma lei de velocidade. Seu
trabalho, embora subestimado a época, inaugurou a abordagem quantitativa que
viria a ser central na cinética quimica moderna.

Com o avanco das pesquisas, percebeu-se que muitas reagoes quimicas ocorrem
por meio de varias etapas sucessivas, chamadas de etapas elementares. Fssas
etapas frequentemente envolvem a formacao de espécies intermediarias altamente
reativas e instaveis, chamadas de intermediarios reacionais, cuja concentracao ao
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longo do tempo pode ser dificil de medir ou prever diretamente.

Nesse contexto, destaca-se o principio do regime estacionario (do inglés steady-
state approximation), introduzido no inicio do século XX por Bodenstein. Esse
principio propoe que a concentragao dos intermediarios reacionais permanece apro-
ximadamente constante durante a maior parte da reacao — ou seja, a taxa de
formacao desses intermediarios é quase igual a sua taxa de consumo. Essa apro-
ximagao, embora simplificadora, permite deduzir leis de velocidade para mecanis-
mos complexos e tem sido amplamente empregada na modelagem de:

e reagoes cataliticas, nas quais catalisadores (substancias que aceleram a reagao
sem serem consumidas) atuam por meio da formagao de intermedidrios tem-
porarios;

e processos bioquimicos, como o mecanismo de Michaelis-Menten, que descreve
a acao de enzimas no metabolismo celular;

e fenomenos ambientais, como a decomposicao do ozonio na estratosfera, es-
sencial para o entendimento do equilibrio atmosférico;

e sistemas industriais, como o processo de Haber-Bosch, fundamental na producgao
de amonia para fertilizantes.

O presente trabalho tem como objetivo explorar a origem, os fundamentos
tedricos, as aplicagoes e as limitagoes do principio do regime estacionario no con-
texto da cinética quimica. Para isso, serao discutidos desde os aspectos histéricos
que motivaram seu desenvolvimento até suas aplicacoes praticas em sistemas reais.
Além disso, serao abordadas situagoes em que a aproximacao do estado estacionario
pode falhar ou gerar resultados imprecisos, destacando alternativas tedricas e com-
putacionais que vém sendo propostas como complementos ou substitutos.

A relevancia deste estudo se justifica pela presenca constante da cinética quimica
em &areas estratégicas como engenharia de processos, farmacologia, bioquimica,
ciéncias ambientais e nanotecnologia. A capacidade de modelar e prever o com-
portamento dinamico das reacoes € essencial para otimizar processos industriais,
desenvolver medicamentos eficazes, compreender reacoes biolégicas e enfrentar de-
safios ambientais globais. Assim, ao aprofundar-se na andlise do regime esta-
cionario, este trabalho pretende contribuir para uma compreensao mais solida e
acessivel da cinética quimica, com potencial impacto académico e aplicado.

2 Cinética Quimica (Revisao Bibliografica)
2.1 Tépico 1 (Velocidades reacionais)

Neste capitulo, sera explorado como a variacao da concentracao das espécies ao
longo do tempo pode ser utilizada para determinar a velocidade de uma reagao

Gabriel Moreno Ribeiro 5



quimica. Serao apresentados exemplos envolvendo a relacao entre velocidade e
estequiometria, bem como a defini¢ao formal da velocidade reacional com base nos
coeficientes da equagao quimica balanceada.

2.1.1 Velocidade média de uma espécie

Considere a variacao de X (uma espécie qualquer) em fungao do tempo, e ob-
serve o seguinte grafico da Figura 1.

10 ¢

Concentracao de X (mmol/L)

Figura 1: Gréfico da concentragao dos reagentes de uma reagao genérica em mmol/L em fungéo
do tempo em segundos, onde X é uma espécie qualquer

_ [X]lo - [X]O 0,25 —10 mmol
_tand — _ - — 0,975 1
v = oo 10-0 10 AR (1)
_ Xlg— X 0,5—5 mmol
—tana = Uy = [ ]; — [2 E =—5 = —0,75 Ts (2)

Perceba que: Como |tanf| > |tana| — |Vg—10| > |V2-s]
Obs 1: Foram utilizados os valores negativos das tangentes, pois, os angulos a
serem realmente utilizados, sao os complementares aqueles marcados no grafico
Obs 2: Quando analisamos a variacao da concentracao de uma espécie quimica

ao longo do tempo, os sinais associados a essa variagao possuem significados es-
pecificos.
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Valores positivos para a variagao de concentragao (%) indicam que a concen-
tracao da espécie estd aumentando com o tempo. Isso geralmente ocorre quando
a espécie esta sendo formada durante a reagao, como no caso de um produto.

Por outro lado, valores negativos para a variagao de concentragao (% < 0)
indicam que a concentragao da espécie esta diminuindo ao longo do tempo. Isso
significa que a espécie estd sendo consumida, o que é comum para reagentes.

No caso do gréafico apresentado, observa-se uma diminuicao da concentragao da
espécie X com o tempo, o que indica que X esta sendo consumido na reagao, ou
seja, atua como reagente.

Em termos de taxa de reacao, define-se a taxa de desaparecimento de uma

espécie como:
ALX]
Al (3)

O sinal negativo é utilizado para que a taxa resulte em um valor positivo, ja
que, durante o consumo de um reagente, a variagdo A[X] é negativa.

Taxa = —

2.1.2 Velocidade instantanea de uma espécie

Considere a variagao de X (espécie qualquer) em func¢ao do tempo, e observe o
seguinte grafico da Figura 2.

10

Concentracao de X (mmol/L)

11

tempo (s)

Figura 2: Grafico da concentragao dos reagentes de uma reagao genérica em mmol/L em funcao
do tempo em segundos
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Célculo da velocidade instantanea em t=>5s:

diX] -8 mmol
t = —_——— = — = —1
an dt 5 0 L.s

(4)

Obs 3: Outros graficos possiveis:
Considere a variagdo da massa dos reagentes (espécie qualquer) em fungao do
tempo, e observe o seguinte gréafico da Figura 3.

Mq

tempo
Figura 3: Grafico da massa dos reagentes de uma reagao de ordem 0 em fungao do tempo

Na figura 3, percebe-se que ele é de uma reagao com ordem 0, pois, a velocidade
vai ser uma constante: v=-k

Ou seja, mesmo adicionando uma quantidade infinita de reagente, a velocidade
da reagao nao vai aumentar, porém, isso serd explicado posteriormente.

Agora considere a variagao da massa dos reagentes (espécie qualquer) em fungao
do tempo, e observe o seguinte grafico da Figura 4.

ma

tempo
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Figura 4: Grafico da massa dos reagentes de uma reagao autocatalitica em fungao do tempo

A figura 4 representa uma reacao autocatalitica/autocatdlise, em que o préprio
produto atua como catalisador. No inicio, a velocidade da reagao é baixa, pois
ha pouca quantidade de produto disponivel. A medida que os produtos se acu-
mulam, a reagao acelera, ja que eles catalisam o processo. No entanto, ao final,
a velocidade diminui novamente devido a reducao da concentragao dos reagentes.
Esse comportamento gera uma curva com aceleracao no meio e desaceleracao nos
extremos. Logo, essa reagao apresenta a seguinte equacao de velocidade:

Ve = k[R]"[P]? (5)

Onde [R] e [P] sao as concentragoes dos reagentes e produtos respectivamente,

normalmente em mTOZ

2.1.3 Velocidade e estequiometria

Antes de iniciar o calculo da velocidade de reacao, é importante entender como
a variacao na concentracao de uma espécie quimica se relaciona com a variagao
das outras espécies, de acordo com a estequiometria da reacao. O exemplo a seguir
ilustra como utilizar os coeficientes estequiométricos para determinar as velocida-
des de diferentes componentes da reacao.

Exemplo 1:
2 Hy0s — 2,0 + O, (6)
Dado: VUdecomposigaog, 0,) = —10mol/min (7)
= Uformagdio(o,) = 19 mol/min (8)
= Uformagiiogy, o) = +10 mol/min (9)

2.1.4 Velocidade da Reacao

Agora que entendemos como a velocidade de uma espécie esta relacionada com
as demais através da estequiometria, vamos introduzir o conceito de velocidade da
reacao, que leva em conta os coeficientes estequiométricos de forma geralizada.

Exemplo 2:

203 — 30, (10)
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1 dlOs]\ 1 (dO]
vt = 3 (- 252 ) =3 (“5 (1)
Dado: Udecomposicao o,) = —20 mol/min (12)

= Udecomposigéo(OQ) = 430 mol/min (13)

Logo, a expressao geral para a velocidade de uma reagao, considerando uma
equacao genérica:

aA+bB L cC+dD (14)

Pode ser escrita como:

Vreagio = — —- = . . .
reagac a dt b dt c dt d dt
2.1.5 Andlise Dimensional

Nesta secao, vamos analisar as diferentes unidades de velocidade de reagao
utilizadas em cada tipo de sistema, destacando como a andlise dimensional varia
conforme o estado fisico e o contexto da reacao.

e Reacao homogénea em solucao: mol.L™!.s™!

e Reacoes gasosas: mol.L™'.s7! ou (atm.s™!)
e Reagoes atmosféricas: (moléculas.cm™3.s71)

e Reacoes heterogéneas (em superficies): (mol.m?.s)

2.2 Tépico 2 (Leis de velocidade)

Neste capitulo, serd abordado o processo de determinacao da lei de velocidade
de uma reagao quimica a partir de dados experimentais, com énfase na relacao
entre as concentracoes dos reagentes e a velocidade da reacao, além da obtencao
da expressao matematica que descreve esse comportamento.

= Lei de velocidade é a equacao matematica que relaciona a velocidade
da reagao com as concentragoes das espécies envolvidas (reagentes, pro-
dutos e catalisadores).

= Espécies intermediarias nao devem constar na lei de velocidade de
acordo com a IUPAC (Uniao Internacional de Quimica Pura e Apli-
cada), pois, nés nao controlamos a quantidade dela que aparece na
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reacao, diferentemente do catalisador, que pode ser adicionado na lei
de velocidade.

Observe:
aA+bB L cC+dD (16)
v = k[A]*[B)’[C)[D]°[H ) (17)
e k: constante de velocidade

: ordem em relacao ao A
: ordem em relacao ao B

: ordem em relagao ao C

°
S 2 @ R

e ): ordem em relagao ao D

e w: ordem em relacao ao catalisador HT

Obs 4: As ordens da reacao na lei de velocidade nao sao, necessariamente,
iguais aos coeficientes estequiométricos da equagao quimica balanceada, a menos
que a reacao quimica seja elementar. Porém, se a reacao nao for elementar, as or-
dens serao os coeficientes da etapa mais lenta da reagao; porém, isso sera explicado
posteriormente. Isso ocorre porque a lei de velocidade é determinada experimen-
talmente e pode refletir um mecanismo de reacao com varias etapas.

Mesmo que as ordens coincidam com os coeficientes estequiométricos, isso nao
significa que a reacao seja elementar, embora aumente essa possibilidade. Para
confirmar que uma reacao ¢ elementar, é necessario conhecer o seu mecanismo
detalhado ou contar com evidéncias experimentais.

= As ordens assumem os valores 0, 1 ou 2 na maioria das vezes. Con-
tudo, também podem ser negativas ou fracionarias.

Como um exemplo, nas reagoes de ordem zero, a velocidade da reagao nao
depende da concentragao dos reagentes. Isso pode parecer estranho a primeira
vista, mas faz sentido quando pensamos no seguinte exemplo:

Imagine uma sala com 100 cadeiras e varias pessoas entrando para se sentar.
A “reacao quimica” aqui é o ato de sentar ou levantar da cadeira. No comeco,
quando ha poucas pessoas na sala, mais gente entrando aumenta a chance de
ocupar cadeiras vazias — ou seja, a ”velocidade” da reacao depende da quantidade
de pessoas.

Mas agora imagine que a sala ficou lotada de pessoas, digamos 1000. Todas
as cadeiras estao ocupadas. Nao importa mais quantas pessoas a mais entrem:
ninguém mais consegue sentar até que alguém se levante. A partir desse ponto,
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a reagao (sentar/levantar) depende apenas da disponibilidade das cadeiras, e nao
da quantidade de pessoas.

Essa saturacao é o que acontece em reacoes de ordem zero, como em proces-
sos catalisados por superficies ou enzimas: quando todos os sitios ativos (Ca-
deiras) estao ocupados, adicionar mais reagente (Pessoas) nao acelera a reacao
(Sentar/Levantar).

=-As ordens reacionais podem ser complexas. Sera discutido, a seguir, como
as ordens reacionais podem apresentar valores fracionarios ou até mesmo nao in-
teiros, evidenciando a complexidade que pode existir nas leis de velocidade de
determinadas reagoes.

Exemplo 3:

Essa lei de velocidade vem de uma reagao que ocorre em varias etapas e envolve
a formagao de intermediarios. Esse tipo de mecanismo serda estudado com mais
detalhes no Toépico 3. Porém, por enquanto, apenas considere a seguinte lei de
velocidade:

ki [A][B]
= — 18
"t A (18)
Observe os limites matematicos:
e Se ko > [A], entdo:
k1[A]|B
v BBy a8 (19)
k2
(ordem pseudo-1 em A e 1 em B, global pseudo-2)
e Se ky < [4], entao:
k1[A][B]
[A4]
(ordem 1 em B, ordem 0 em A, global 1)
Exemplo 4:
Hy(g) + Bra(g) — 2HBr(g) (21)
3/2
v — k[HQ][BI‘Q] (22)
[Bry] + £/[HBr]
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= Anadlise dimensional das constantes de velocidade: Agora, vamos anali-
sar como a unidade da constante de velocidade varia de acordo com a ordem da
reacao, mostrando a relagao entre a forma da lei de velocidade e as dimensoes de k.

Exemplo 5: v = k . [A]*.[B)?

mol L\’ T AN 1
' A S — (== e 2
dimensao de k 7 5 (mol) < 7 > s (23)

Exemplo 6: v =k . Pj.Pg

dimenséo de k = atm!~(@+#) =1 (24)

k[HQ] [BTQF’/Q
[Brs] + k'[HBr]

k’ é adimensional, pois s6 se pode somar coisas com a mesma dimensao no deno-

minador
(mol) (mol>
mol L.s L (25)

V=T = dimensao de k = N7
(°7)

mol\ "'/
dimensao de k = (T) s (26)

= k' é adimensional

Exemplo 7: v =

2.3 Tépico 3 (Equagoes integradas da lei de velocidade)

Esse tépico trata da obtencao das equagoes integradas das leis de velocidade,
a partir das quais se torna possivel descrever como a concentracao dos reagentes
varia com o tempo em diferentes ordens de reacao.

=O0bjetivo:Encontrar as equagoes horarias para cada lei de velocidade e depois
manipulé-las de acordo com o que a questao desejar.

=Método:Integracao das leis de velocidade.

=Observagao: Quando ocorrer mais de uma espécie na lei de velocidade (equagao
diferencial), deve-se aplicar um método de redugao para apenas uma espécie.

=Equacoes Integradas da Cinética
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e Ordem Zero

e Primeira Ordem

[ fa

In[A] = In[A]y — kt

e Segunda Ordem

o k‘[A]2
dlA]
/ T / dat
1 1
m = m + kt
e Ordem «
d[A] a
ke —k[A]

/[A]O‘d[A] = —k/dt

(A7 =[Alp "+ (L —a)kt (o # 1)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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Obs 5: As equacgoes integradas sé valem para reagOes irreversiveis nas quais
foi possivel escrever a lei de velocidade em fungao de apenas 1 reagente. Veja al-
guns exemplos do que acontece quando a lei da velocidade nao obedece o proposto:

Exemplo 8: 1A + 1B — Produtos, com v = k[A][B]

e Se [A]o # [Blo:
Eq. diferencial: % = —k[A][B] (40)
. , 1 [B][Alo _
Eq. integrada: Blo — [4lg In ([A] [B]o) =kt (41)
e Se [A]p < [B]p (isolamento de A):
dlA] _
S = (Bl (42
Integrando:
In[A] = In[A]y — k[B]ot (43)
° Se [A]O = [B]OZ
d[A] _ 2
S =k (14)
Integrando:
1 1
m = m + kt (45)
Veja que obedece a equacao da segunda ordem
Exemplo 9: 1A klé 1B
% - _kida [A] + kvolta [B] (46)
Sabendo que [A](t) + [B](t) = C = [A]o + [Blo, temos: [B](t) = C — [A](t)
Tl — k() + 1O~ (4] = (k4 B)IA] + 1O (a7
M + (ki + ko) [4] = k,C (48)
dt
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Essa é uma equacao diferencial linear de primeira ordem. Aplicando o fator inte-
grante:

M(t) — o (kitko)dt _ (kitho)t (49)
Multiplicando a equagao por pu(t) :
etbetrr P gk )eBetRA] = Gttt (50)
A equacao da esquerda é a derivada do produto:
d , .
77 (cBTEIAY) = kGl (51)
Integrando ambos os lados:
/ % (eFithlt[A]) dt = / e, Cekitho)l gy (52)
k, ,
elkitkolt[ A] = — -|-C;g elkitko)t Ly (53)
k,C
— v —(ki+ky)t
[A](t) o + Che (54)

Usando a condicao inicial = [A]j :

k,C k,C

Ao =g, T GO=Mo- (5)
Portanto, a solucao final é:
’ — —(ki+ky)t
[A] = k,([Alo + [Blo) + (ki[A]o — ky[Blo)e (56)

ki + k,

=Tempo de Meia-Vida (t1/2): Tempo necessario para que a quantidade do
reagente caia pela metade a partir de um determinado ponto de analise.

e Ordem Zero

A=Akt = L0y ke (57
o= 20 (58)
e Primeira Ordem
Al n
In ([L]j/g) = ktl/g =  tlipp= 172 (59)
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e Segunda Ordem
1 1 1

m = m —+ ktl/Q = t1/2 = k[A]o (60)
e Ordem a # 1
[A]' = [A]}® + (1 — a)kt (61)
Aplicando [A] = %:
(152) =+ - apers (62)
lij2 = [A]Iga-Qal__; 1 (63)

=Tempo de %—vida Tempo necessario para que a quantidade de reagente caia
para % da quantidade inicial.

e Ordem Zero

[Ao]
e Primeira Ordem
1y _In(n)
e Segunda Ordem
11 (n—1)
% = m + /{Jtl/n =  tim= ]{Z[A]O (66)
e Ordem o # 1
1 [A]O e —«
= A" (L (63)
/= k(o —1) nl—o

=Fragao Reagida Até um Instante ¢
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e Ordem Zero

_ [Ao—[A] _ Kt
freagiu — [A]o - [A]O (69)
e Primeira Ordem
freagiu =1- % =1- e_kt (70)
e Segunda Ordem
[Alg — [A] k[A]ot
freagiu = [A]() = 1+ k?[A]Ot (71)
e Ordem a # 1
fonn = A =1 [14 (0= LAy ] (72
Obs 6:

e Em reagoes de decomposigao radioativa (1* ordem), a meia-vida é constante.

e O tempo de meia-vida depende da ordem da reacao.

e Para reacoes irreversiveis é possivel integrar as equacoes diferenciais direta-

mente.

2.4 Tépico 4 (Métodos para a determinagao da lei de velocidade)

2.4.1 Meétodo das Velocidades Iniciais

Sao realizados experimentos isotérmicos (para garantir um valor constante de
k), nos quais as concentragoes sao modificadas e os efeitos na velocidade sdo me-
didos para posterior comparacao.

= Organizacao na forma de tabela:

Exemplo 10

Dados:

[A] (mol.L71)

[B] (mol.L 1)

v (mol.L=1.h=1)

10,0

10,0

100

Considerando a mesma reacao, verificou-se também a seguinte correlacao:
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[A] | [B] | v (mol.L71.h™1)
10.a | B a?.a”

E sabendo que a/f = 10, determine a constante de velocidade (k) e as ordens

parciais e globais da reacao:

Substituindo os valores:
100 k.10*.108

aBac k.102a”. 38

10.a\”
w- ()

Como sabemos do enunciado que: «/f = 10, temos:

Resolvendo:

100=100° 5 =1—a=10

Ordem global:
at+B=10+1=11

Da equacao original:

o 1o 102
Logo:
LIO
k=10""°
moll0.h

2.4.2 Meétodo grafico das equagoes integradas

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

(79)

Deve-se plotar os valores de [A] x t ou algum operador das fungoes de [A] x t
para posterior comparacao com os graficos integrados da equacao de velocidade.

Lembrete:

Ordem zero: [A] = [A]p — kt
Ordem um: In[A] = In[A]y — kt
1 1
Ordem dois: —= = —— + kt
Al Al

Grafico: [A] vs Tempo (varias ordens)
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tempo

Figura 5: Grafico da concentragao dos reagentes de uma reacao genérica em fungao do tempo

Grafico: In[A] vs Tempo (varias ordens)

In[A]

tempo

Figura 6: Grafico do logaritmo natural da concentragao dos reagentes de uma reagao genérica
em funcao do tempo

Gréfico: 1/[A] vs Tempo (varias ordens)
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1/[A]

a<?2

Figura 7: Gréfico de 1

tempo

(concentragao dos reagentes

De forma mais didéatica:

) de uma reagao genérica em fungao do tempo
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Grafico Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2

[A] vs t

In[A] vs t

L ovgt

[A]

Figura 8: Gréficos tedricos mostrando o decaimento dos reagentes (azul) e formagao dos produtos
(vermelho) para reagoes de ordem 0, 1 e 2.

A seguir, analisaremos detalhadamente os graficos dos seguintes tipos:

[A] vs t, In[A] vst, ﬁ vs t

para cada ordem, explicando a forma de cada curva ou reta com base na equacao
diferencial correspondente.

e Gréficos de [A] vs t
=0Ordem 0

[A] = [Alo — Kt (80)

A concentracao do reagente diminui de forma linear com o tempo, pois a ve-
locidade é constante (v = k). O gréfico apresenta uma reta decrescente. Como a
quantidade de produto formado é diretamente proporcional ao tempo, sua curva
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(em vermelho) é uma reta crescente.
=O0Ordem 1

[A] = [Aloe™ (81)

A concentracao diminui exponencialmente, pois a velocidade depende da
quantidade de reagente ainda presente. O grafico apresenta uma curva que desce
rapidamente no inicio e desacelera com o tempo. O produto (em vermelho) au-
menta de forma complementar, crescendo rapidamente no inicio e se estabilizando.

=0Ordem 2

1

. 1
kt—l—m

[A] (82)

A concentragao diminui segundo uma fungao hiperbdlica, pois a velocidade de-
pende do quadrado da concentracao do reagente. O grafico apresenta uma curva
que cai de forma mais acentuada no inicio e vai se achatando, sem jamais tocar o
zero. O produto aumenta de forma complementar.

e Graficos de In[A] vs ¢
=O0Ordem 0

In[A] = In([A], — kt) (83)

Este grafico resulta de aplicar logaritmo a uma funcao linear, o que gera uma
curva nao linear. Esse grafico nao serve para linearizar a equagao de uma reagao
de ordem 0, sendo apenas uma transformacgao matematica sem utilidade pratica
direta para essa ordem.

=0rdem 1

In[A] = In[A]y — kt (84)

Este é o grafico linear caracteristico da ordem 1. Apresenta uma reta decres-
cente, com coeficiente angular igual a —k. Quando se deseja verificar se uma reacao
é de primeira ordem, este grafico é o mais utilizado.

=0Ordem 2

1
kt + Ak
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Como se aplica logaritmo a uma func¢ao hiperbdlica, o resultado é uma curva nao
linear. Este grafico nao é adequado para identificar uma reacao de segunda ordem.

7 1
e Graficos de A Vs t

=Ordem 0
1 1
— = (86)
(Al [Alo—kt
Como se trata do inverso de uma funcao linear decrescente, o grafico assume
a forma de uma curva hiperbdlica crescente. Este grafico nao é linear e nao serve
para identificacao da ordem 0.

=0rdem 1

1 1 g

A~ e ™ o

O inverso de uma exponencial decrescente gera uma curva crescente que acelera
com o tempo. Assim, o gréafico de ﬁ vs t para uma reacao de primeira ordem é

nao linear e nao ¢é 1util para determinacao direta da ordem.

=0rdem 2

1 1
— = —— +kt (88)
[A] - [Ao
Este é o gréfico linear caracteristico da ordem 2. A equacgao é uma reta com
coeficiente angular igual a k, facilitando a identificacao da ordem da reagao expe-

rimentalmente.

= Resumo Geral:

Ordem da Reacao | Grafico Linear Caracteristico
Ordem 0 [A] vs t
Ordem 1 In[A] vs t
1
Ordem 2 —= Vst
[A4]

Figura 9: Tabela mostrando o grafico linear caracteristico de cada ordem

Cada tipo de grafico oferece uma ferramenta para verificar experimentalmente
a ordem de uma reacao. O gréafico que apresentar uma reta indica a ordem correta,
desde que os dados experimentais estejam bem coletados e a reacao seja de ordem
simples.
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2.5 Tépico 5 (Dependéncia de k com a temperatura)

= Equagao de Arrhenius (empirica)

A histéria da equagdo de Arrhenius comeca com Svante Arrhenius, nascido
em 1859 na Suécia, um jovem com grande aptidao para matemadtica e ciéncias
naturais. Durante seus estudos na Universidade de Uppsala e no Instituto Real de
Tecnologia de Estocolmo, Arrhenius passou a se interessar profundamente pelos
fenomenos fisico-quimicos. Em 1884, em sua tese de doutorado, ele propos a
revolucionaria ideia de que substancias ionicas se dissociam espontaneamente em
ions quando dissolvidas em agua, mesmo na auséncia de corrente elétrica — uma
teoria que, apesar da resisténcia inicial, lancou as bases da dissociagao eletrolitica.
A partir dai, ele comecou a se debrucar sobre outra questao intrigante: por que a
velocidade das reagoes quimicas aumenta com a temperatura? Na época, sabia-se
empiricamente que o calor acelerava as reacoes, mas nao havia uma explicacao
matematica clara para isso.

Arrhenius, imerso em um meio cientifico influenciado pelas ideias de van 't Hoff
sobre equilibrio e pela teoria cinética dos gases, teve um insight crucial: talvez
nem todas as moléculas reagissem, mas apenas aquelas com energia suficiente
para superar uma barreira — o que ele viria a chamar de energia de ativacgao.
Inspirado pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann, que descreve a distribuicao de
energias moleculares em um gas, Arrhenius deduziu que a fracao de moléculas com
energia igual ou superior a energia de ativacao seria proporcional a uma funcao
exponencial:

f _ efEa/RT (89)

Com isso, ele propos em 1889 uma equagao que expressa a constante de veloci-
dade k como o produto entre um fator pré-exponencial A (relacionado a frequéncia
e orientacao correta das colisdes) e esse termo exponencial, resultando na férmula:

k= AeTt (90)
Parametros de Arrhenius (empiricos):
e A: Fator pré-exponencial (Fator de frequéncia)
e F,: Energia de ativacao

Apesar de inicialmente contestado, Arrhenius acabou sendo reconhecido por
seu brilhantismo, recebendo o Prémio Nobel de Quimica em 1903, principalmente
por sua teoria da dissociagao ionica, embora sua equacao cinética tenha se tornado
igualmente fundamental. A equacao de Arrhenius permanece até hoje como um
dos pilares da cinética quimica — mesmo tendo sido “substituida” como serd visto
posteriormente por ser “simples” demais — sendo essencial para a compreensao
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de reagoes em laboratério, processos industriais, fenomenos bioldgicos e até trans-
formacgoes atmosféricas.

= Equacao logaritmada
Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equacao (90), obtemos:

E, 1
Ink=InA- -2~ 91
n n T (91)
Essa é uma equagao linear da forma:
y=mz+b
Onde:
e y=1Ink
o= %
e m = —£2 (inclinagdo da reta)

e b =In A (intercepto com o eixo y)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equagao (90), obtemos:

logk = log A — 2%}%% (92)
J4a, essa é uma equagao linear da forma:
y=mz+b
Onde:
o y=1logk
er=1
o m = —% (inclinacao da reta)

b =log A (intercepto com o eixo y)
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Ink

In A

tg 0 = —E,/R

1T

Figura 10: Gréfico do logaritmo natural da constante cinética k vs 71

T

Figura 11: Gréfico da constante cinética k vs T

Em uma reagao quimica, os reagentes precisam superar uma barreira de energia
chamada energia de ativagao (FE,) para se transformarem em produtos. Nem
todas as moléculas possuem essa energia, mas a distribuicao de Mazwell-Boltzmann
mostra que, ao elevar a temperatura do sistema, aumenta a fragao de moléculas
com energia cinética suficiente para reagir.

Esse aumento na energia média das moléculas implica:

e Maior frequéncia de colisoes eficazes;
e Maior velocidade da reacao;
e Aumento da constante de velocidade k.

O gréfico de In k em fungao de 1/7", como visto anteriormente, produz uma reta
descendente com inclinagao negativa:

E
inclinacao = — — 93
inclinacao 7 (93)
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Esse gréafico permite determinar experimentalmente a energia de ativagao. Além
disso, mostra claramente que:

e Um aumento da temperatura (ou seja, uma diminui¢do de 1/7") resulta em
um aumento de In k, e portanto de k;

e Reagoes com maior F, sao mais sensiveis a variagdo de temperatura (retas
mais inclinadas);

e Reacoes com baixo F, tém comportamento menos dependente da tempera-
tura.

Com base na equagao de Arrhenius e na distribuicao de Boltzmann, conclui-se
que a constante de velocidade k& aumenta com a temperatura porque:

e Mais moléculas adquirem energia suficiente para ultrapassar a barreira de
ativacao;

e A equacao mostra que k cresce de forma exponencial com 7', refletindo esse
comportamento fisico-quimico.

1 - -
0.8 ]
= 0.6 [ )
=
S 04} |
= — Ea =1kJ/mol
0.2 — Ea = 10 kJ/mol
— Ea = 100 kJ/mol
O - -

-0.1 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 1.1
Tempo (s) 104

Figura 12: Grafico da constante cinética k(qualitativo) vs tempo em segundos

= Quando a energia de ativagao E, aumenta:
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e A fracdo de moléculas com energia suficiente para reagir, dada por e Fa/ET
diminui;

e [sso implica que menos moléculas participam da reagao por unidade de tempo;

e Consequentemente, a constante de velocidade k diminui, e a reagdo ocorre
mais lentamente.

= Tempo para Atingir o Valor Maximo de k

Embora k seja uma constante para uma dada temperatura, em muitos contex-
tos experimentais (como reagoes complexas ou medidas cinéticas em fungao do
tempo), observamos a evolugao da velocidade ao longo do tempo.

= Para reacoes com alta energia de ativacao:
e O numero de colisoes eficazes no inicio é muito pequeno;

e Leva mais tempo para que uma quantidade significativa de moléculas adquira
energia suficiente para superar F;

Isso significa que a velocidade da reagcao demora mais para atingir seu
valor maximo;

Portanto, a reagao é mais lenta tanto no inicio quanto ao longo de seu pro-
gresso.

O aumento da energia de ativagao dificulta o acesso dos reagentes ao estado de
transicao, reduzindo a frequéncia de colisoes eficazes. Segundo a equacao de Ar-
rhenius, esse aumento em FE, torna a constante de velocidade k exponencialmente
menor, o que se traduz em uma reagao que:

e E mais lenta;
e Demora mais para atingir sua velocidade efetiva;
e Requer mais tempo para a conversao significativa de reagentes em produtos.

= Regra de Van’t Hoff
A regra de Van’t Hoff afirma que a constante de velocidade k varia com a
temperatura segundo a equacao:

AT
kr = Kambiente-2 10 (94)
Onde:
e k1 é a constante de velocidade na nova temperatura T,
® Kambiente ¢ @ constante de velocidade a 298 K (temperatura ambiente),

o AT =T — 298 representa a variagao de temperatura em Kelvin.
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2.6 Topico 6 (Teorias cinéticas)

2.6.1 Teoria das Colisoes
Postulados:
e Para que haja reacao quimica, deve haver colisao entre os reagentes.

Consequencia:

Ureacio X Frolisses OX VT ;  [Reagentes], drea superficial, pressao de gases  (95)

Para que a colisao seja efetiva, dois critérios devem ser obedecidos:

1. Possuir £ > E,

Consequeéncia:

E../RT

Ureacio X € (de acordo com Boltzmann) (96)

%/\

Dj\r

Figura 13: Grafico da distribui¢do normal de Maxwell-Boltzmann

Apéds o aquecimento, a fracao de moléculas com E > F,; aumenta exponen-
cialmente, o que justifica o acréscimo na velocidade da reacao.

2. Possuir orientacao espacial favoravel a formacgao dos produtos.

e Analise empirica:
kcx erimental
p (fator estérico) = —
kteérico

® Lkiesrico: considera-se que todas as colisoes possuem a mesma geometria

— Quando p < 1: geometria da colisao complexa
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— Quando p & 1: geometria da colisao simples

— Quando p > 1 = Curiosidade: Mecanismo do Arpao

Como dito anteriormente, a equacao de Arrhenius (90), ficou ultrapassada com
o tempo, por nao considerar a teoria das colisoes, por isso, foi estimada uma
constante de velocidade para reacoes bimoleculares que obedece essa teoria, de
acordo com a seguinte equacao:

SKT\? g
kbimolecular = K.o. <_) -]\]’a'e IfT (97)
it

Onde p é a massa reduzida.
Comparando a equagao (numero da equagao do K bimolecular) com a equagao
(numero da equagao de arrhneius, percebe-se que o fator pré exponencial A vale:

KT 2
A= o (8—> N, (98)

2.6.2 Teoria do estado de transicao
Nesta teoria, a F,; e a orientacao espacial favoravel sao alcangadas no decorrer

da coordenada da reacgao (especifico de cada reagao).

H (kJ)

caminho da reacao

Figura 14: Grafico de energia vs caminho da reacao de uma reacdo exotérmica

Gabriel Moreno Ribeiro 31



caminho da reacao

Figura 15: Gréfico de energia vs caminho da reacao de uma reagao endotérmica

Onde:

e AH: seta que vai dos reagentes até os produtos.
e Fa;q.: seta que vai dos reagentes até o pico.

e Fa,a: seta que vai dos produtos até o pico.

e O ponto mais alto do gréfico representa o complexo ativado (conceito a ser
explicado posteriormente)

A variacao de entalpia (AH) é a diferenca de energia entre os produtos e os
reagentes. No grafico, é representada por uma seta vertical que vai dos reagentes
até os produtos.

AH - Hprodutos - reagentes (99)

De forma pratica, também podemos calcular a AH utilizando as energias de
ativacao da ida e da volta:

AH = Ea;qa — Fayora (100)

Essa equagao mostra que a variacao total de energia da reagao depende das
duas energias de ativagao (ida e volta).

e Se AH < 0, a reagao ¢é exotérmica: libera energia e os produtos tém menos
energia que os reagentes.

e Se AH > 0, a reacao ¢é endotérmica: absorve energia e os produtos tém mais
energia que os reagentes.
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O complexo ativado, também conhecido como estado de transi¢ao, é uma con-
figuracao molecular altamente instavel e de energia méxima, que ocorre durante o
processo de transformagcao dos reagentes em produtos. Ele corresponde ao ponto
de maior energia potencial ao longo do caminho da reacao.

Esse conceito é central na Teoria do Estado de Transi¢ao, que propoe que toda
reacao quimica passa por esse estado antes de formar os produtos. No grafico de
energia de uma reacao, o complexo ativado esta localizado no pico da curva, ou
seja, no ponto de maior energia entre os reagentes e os produtos. Ele nao é um
intermediario isoldvel, mas sim um estado efémero e transitorio.

A representacao convencional utiliza o simbolo de adaga dupla:

R—[f] — P (101)

Onde [f] representa o complexo ativado.

O complexo ativado é uma configuragao onde algumas ligagoes quimicas antigas
estao se quebrando, enquanto novas ligacoes estao se formando. Ele possui uma
geometria especifica e uma distribuicao eletronica particular, diferente tanto dos
reagentes quanto dos produtos. E altamente instavel devido a sua energia potencial
muito elevada.

Fisico-quimicamente, o complexo ativado apresenta as seguintes caracteristicas:
¢ o ponto de energia potencial maxima no caminho da reacao, possui um tempo
de vida extremamente curto (da ordem de 107'* segundos ou menos), é altamente
instavel e nao pode ser isolado.

A energia de ativacao (F,) é a energia necessaria para que os reagentes atinjam
o estado de transicao. Assim, podemos definir:

Eo = Ey) — Er (102)

Onde Ejy) ¢ a energia do complexo ativado e Er ¢ a energia dos reagentes.
Portanto, quanto maior a energia do complexo ativado em relacao aos reagentes,
maior serd a barreira energética e, consequentemente, mais lenta serd a reacao.

Estimativa da constante k de acordo com a teoria das colisoes

Considere a variacao da energia livre de gibbs em funcao da coordenada da
reacao, e observe o seguinte grafico da Figura 16.
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AG Complexo ativado/Estado de transigao

Reagentes

Produtos
Coordenada da reacao

Figura 16: Gréfico da Energia Livre de Gibbs (AG) x Coordenada da Reacao

Exemplo 11: Reacao que segue o modelo do gréafico acima:
HO™ + CH3Cl — [HO @ @ CH3 @ @ @ Cl|f — CH30H + Cl~

Similarmente ao modelo de Arrhenius, a Teoria de Estado de Transigao, propoe
a seguinte dependéncia da constante cinética k com a temperatura:

k=B ¢TRT (103)

Onde k£ é a constante de velocidade, kg é a constante de Boltzmann, T é a
temperatura absoluta, h é a constante de Planck, AG* é a variacdo de energia
livre de Gibbs do complexo ativado, e R é a constante dos gases.

A constante k desta teoria introduz um fator com dependéncia linear com a
temperatura. Ao contrario do fator de frequéncia de Arrhenius “A”. Ademais, o
modelo nos permite entender melhor o conceito de energia de ativacao e construir
uma ponte entre a teoria e o experimento. Mais além, a energia livre de ativagao
é um parametro dependente da temperatura ao contrario do parametro “Ea” de
Arrhenius.

AGH = AH* — TAS* (104)

Esse modelo mostra que a formacao do complexo ativado é o fator determinante
da velocidade da reagao.

E importante destacar a diferenca entre o complexo ativado e um intermedidrio
de reagao. O complexo ativado é um estado de transicao nao isolavel, locali-
zado no ponto de méaxima energia, com vida extremamente curta, enquanto um
intermediario pode ser isolado, possui uma energia intermediaria e uma vida rela-
tivamente maior.
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Ja, os catalisadores desempenham um papel crucial ao diminuir a energia do
complexo ativado, facilitando a formacao do estado de transicao e, consequen-
temente, aumentando a velocidade da reagdao. Sem o catalisador, a energia de
ativacao ¢ maior, enquanto com o catalisador, essa energia ¢é reduzida.

2.7 Tépico 7 (Mecanismos reacionais)

Neste capitulo, sera discutida a construgao e a analise de mecanismos reacio-
nais, com énfase na identificacao das etapas elementares, na definicao das espécies
intermediarias e na formulacao de leis de velocidade compativeis com os dados
experimentais.

2.7.1 Terminologia

e Reacao (etapa) elementar: ocorre em apenas uma etapa. Nestes casos, as
ordens da reagao sao iguais aos coeficientes estequiométricos dos reagentes.

¢ Etapa determinante da lei de velocidade:

Exemplo 12: A Fébrica de Cookies

Para entender o conceito de etapa determinante da velocidade (ou etapa
lenta), imagine uma fabrica de cookies com duas etapas principais de produgao:

1. Producao da massa crua dos cookies: uma maquina mistura os
ingredientes e molda os cookies crus. Esta maquina é muito rapida,
conseguindo produzir até 1000 kg/h de massa crua.

2. Assar os cookies: em seguida, os cookies crus vao para um forno que os
assa. No entanto, este forno tem uma capacidade limitada, conseguindo
assar apenas 300 kg/h.

Mesmo que a maquina de massa consiga entregar 1000 kg de cookies crus por
hora, o forno sé consegue assar 300 kg/h. Isso significa que a etapa de assar
limita toda a producao da fabrica. Assim, a velocidade global da producao é:

Velocidade global = 300 kg/h

Esse exemplo ilustra o conceito de etapa lenta em uma reacao quimica: nao
importa quao rapidas sejam as outras etapas, a etapa mais lenta (o forno,
nesse caso) é a que determina a velocidade final do processo.

Essa ideia se aplica a reacoes quimicas compostas por varias etapas. A ve-
locidade da reacao global depende da etapa mais lenta — chamada de etapa
determinante da velocidade da reagao.
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e Molecularidade: ¢é o nimero de espécies quimicas que efetivamente reagem
em uma etapa elementar.

2.7.2 Exemplos Interessantes

1. Reagoes Unimoleculares

Exemplo 12:
O3 225 0,40  (Fotolise) (105)
A luz (representada por hr) fornece energia para quebrar a molécula de ozénio

(O3), formando oxigénio molecular (Os) e oxigénio atomico (O).

2. Reacoes bimoleculares

Exemplo 13:
O+ 03 — 20, (106)

Exemplo 14:
NOy;+CO —0OeeeNeooe(ODoeee(0ee( — NO+(CO2 (107)

Exemplo 15:
2HI—>H2+]2 (108)
3. Reagoes trimoleculares
Exemplo 16:
2NO + Oy — 2NOq;v = k.[NOJ?.[0,] (109)
Exemplo 17:
2NO + Cly — 2NOCI; v = k.[NOJ*.[Cly) (110)

2.7.3 Observacgoes

A.1) Reacao Elementar:

Uma reacao elementar é aquela que ocorre em uma tnica etapa, sem formacao de
intermediarios. Os reagentes se transformam diretamente em produtos por meio
de uma tnica colisao eficaz entre as espécies envolvidas.

As principais caracteristicas de uma reagao elementar sao:

e Ocorre em apenas uma etapa;

e A equacao quimica representa diretamente o evento molecular;
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e A lei da velocidade pode ser escrita diretamente a partir da equacao.

Exemplo 18: Reacao elementar

NO, +CO — NO + CO, (111)

Essa equacao indica que uma molécula de diéxido de nitrogénio reage com uma
molécula de mondxido de carbono, produzindo uma molécula de monodxido de
nitrogénio e uma de diéxido de carbono. Sendo elementar, essa reagao ocorre em
uma Unica colisao entre as duas moléculas e a sua lei de velocidade é expressa por:

v = k.[NOy].[CO] (112)

Para uma reacao genérica elementar do tipo:

aA + bB — produtos (113)
A lei da velocidade é dada por:

v = k[A]"[B]® (114)

Onde v é a velocidade da reagao, k é a constante de velocidade, e [A] e [B] s@o
as concentracoes dos reagentes. Os expoentes a e b sao os préprios coeficientes
estequiométricos da reagao — o que s6 é valido quando ela é elementar.

Em reagoes que nao sao elementares, os expoentes da lei de velocidade (ordens)
devem ser determinados experimentalmente, pois nao coincidem necessariamente
com os coeficientes da equacao balanceada.

A seguir sera dado um exemplo a ser utilizado em todos os "tipos de reacao’a
serem tratados posteriormente:

14+2B 5 10 +2D (115)
A lei de velocidade é dada por:
v = k[A][B]? (116)
Por ser elementar, essa reacao possui o seguinte grafico:
H (kJ)
1A + 2B
1C 4+ 2D

caminho da reacgao
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Figura 17: Grafico de energia vs caminho da reacao de uma reagao exotérmica elementar irre-
versivel

A.2) Equilibrio Elementar:

Um equilibrio elementar é aquele que ocorre a partir de uma unica etapa ele-
mentar reversivel, ou seja, a reacao direta e a reagao inversa acontecem em um
unico processo de colisao entre as espécies quimicas.

Nesse tipo de equilibrio, tanto a reacao direta quanto a inversa sao elementares,
o que significa que suas leis de velocidade podem ser escritas diretamente a partir
da equacao quimica.

Exemplo de equilibrio elementar:

1A+2B::110+2D (117)
-1

Como se trata de uma reacao elementar, a velocidade da reacao direta é:
Vida = k1[A][B]? (118)
E a velocidade da reacao inversa é:
Vyotta = k—1[C][D]? (119)

No equilibrio quimico, as velocidades da reacao direta e da inversa sao iguais:

Vida = Vvolta (120)
k1 [A]eq[B]gq = k—l[c}eq[D]gq (121)
Podemos entao obter a expressao da constante de equilibrio Kegyitiprio
ke [Aleg[B?
k—l [O]EQ[D]eq

Essa expressao mostra que, em equilibrios elementares, a constante de equilibrio
¢ dada pela razao entre as constantes de velocidade da reacao direta e da reagao
inversa.

Esse tipo de equilibrio é fundamental para o estudo da cinética e da termo-
dinamica quimica, pois permite relacionar diretamente as leis de velocidade com
a posicao do equilibrio.

Por ser elementar, essa reacao possui o seguinte grafico:
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H (kJ)

1A + 2B
1€+ 2D

caminho da reacao

Figura 18: Gréfico de energia vs caminho da reacao de uma reacgao exotérmica elementar re-
versivel

B.1) Reagao nao-elementar sem intermediario na etapa lenta

1A + 1B 2 11 + 1D(Lenta) (123)
17 +1B 210+ 1D (124)
1A + 2B He 10 4 2D(Reagao Global) (125)

Por nao ser elementar, essa reagao possui o seguinte grafico:
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H (kJ)

1B 4+ 1D + 11

caminho da reacao

Figura 19: Gréfico de energia vs caminho da reagdo de uma reacao exotérmica nao elementar
irreversivel

Perfil de energia:
e Intermedidrio: 1IB4+1D + 11

e Energias de ativacao:
E,1 = Energia de ativacao da etapa 1

E.» = Energia de ativacao da etapa 2

Velocidade da reagao:

vgr = ki[A]'[B]! (126)

Portanto:
kdireto = kl (127)
Ea,direto = Lig1 (128)
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B.2) Reacao nao-elementar com intermediirio na etapa lenta
(Pré-Equilibrio)

1A + 1B :é 1D +1I (equilibrio répido) (129)
—1

1I+1B 2 10+1D (etapa lenta) (130)

1A+ 2B Fatotal, g + 2D(Reagao Global) (131)

A velocidade da reacao global depende portanto, da concentracao do inter-
medidrio I, logo:

v = ko[ B][1] (132)

Como a primeira etapa do mecanismo ocorre em equilibrio rapido, e consi-
derando as recomendagdes da ITUPAC (International Union of Pure and Applied
Chemistry — Uniao Internacional de Quimica Pura e Aplicada), ndo é apropriado
expressar a lei da velocidade em funcao da concentragao de intermediarios. Isso
se deve ao fato de que tais espécies sao altamente reativas e sua concentracao nao
pode ser diretamente controlada ou medida experimentalmente.

Dessa forma, aplicamos a aproximacao do pré-equilibrio, que permite expressar
a concentragao do intermediério [I] em fungdo das concentragdes dos reagentes e
produtos da etapa em equilibrio. A constante de equilibrio para essa etapa é dada
por:

b DU
o [AE e (133)
Isolando [I], obtemos:
] = ;—Z% (134)

Substituindo a equagao (134) na (132):

v = ko[B]. (%.%) (135)
Agrupando as constantes, temos:
_ kiky [A][B]?
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Portanto, a velocidade da reacao ¢ diretamente proporcional ao quadrado da
concentracao de B, a concentracao de A e inversamente proporcional a concen-
tracao de D. Essa dependéncia ¢é tipica de um processo de auto-inibicao, pois o
produto D aparece no denominador, ou seja, sua presenca reduz a velocidade da
reacao.

A constante observada de velocidade kopservado POde ser expressa em termos das
constantes elementares e das energias de ativacao. Usando a equacao de Arrhenius
(90):

kiko A]_AQ Eq—1=(Ea1+Fq2)

kobservado = kf_—l = A_l .€ RT (137)

C.1) Reagao nao-elementar com intermedidrio na etapa lenta
(Pré-Equilibrio)

1A+ 1B k’é 11+ 1D (equilibrio répido) (138)
11 +1B :é 1C' 4+ 1D (etapa lenta) (139)

ki a
1A+ 2B = 1C 4 2D(Reacio Global) (140)

volta

Essa reacao tem como lei de velocidade:

Vdireto = k2[1][B] (141)

Como o intermedidrio nao deve ser adicionado na lei da velocidade, temos pela
aproximagcao do pré-equilibrio:

D] Ky
AIB] )
ki [A][B]
1] = D] (143)
Substituindo a equagao (143) em (141)
 koky [A][B)?
Vdireto = T{D] (144)

Se considerarmos agora a reac¢ao no sentido inverso, a lei de velocidade sera:

Vinverso — k—Q[O][D] (145)
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Portanto, a constante de equilibrio global pode ser obtida pela razao entre a cons-
tante direta e a inversa, assumindo condicoes de equilibrio:
Kida K .ko

Kequih'brioglobal = Keootta = k1 ko (146)

C.2) Reagao nao-elementar com intermediario (Hipétese do estado

estaciondrio)
Considere o Mecanismo:
1A+1B::111+1D (147)
—1
IB+111C+1D (148)
1A +2B 5 104 2D (149)

Porém, percebe-se que nesse mecanismo em nenhum momento se foi especifi-
cado qual a etapa lenta da reacao, sendo assim impossivel determinar qual a lei
de velocidade da reagao sem utilizar uma aproximacao chamada: Hipdétese do
Estado Estacionario.

Essa aproximacao permite simplificar a descrigao matematica de sistemas com-
plexos ao assumir que a concentracao dos intermediarios reacionais permanece
praticamente constante ao longo do tempo. Por sua relevancia tedrica e aplicabili-
dade pratica em cinética quimica, a hipétese do estado estacionario sera discutida
com maior profundidade em uma se¢ao dedicada exclusivamente a ela:

3 Hipodtese do Estado Estacionario

3.1 Historico e Contexto

A Hipétese do Estado Estacionario (H.E.E.) surgiu no inicio do século XX, num
momento em que a quimica fisica se consolidava como disciplina tedrica. Ela foi
introduzida em 1913 pelo quimico alemao Max Bodenstein, que investigava a foto-
decomposicao de gases, particularmente do cloro. Em seus estudos sobre reacoes
complexas que envolviam intermediarios reativos de curta duragao, Bodenstein
percebeu que, apds um breve periodo inicial, a concentracao dessas espécies in-
termediarias tornava-se praticamente constante ao longo do tempo. Embora sua
formulacao original tivesse um cardter mais pratico do que tedrico, essa observacao
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viria a se tornar um dos pilares da andlise cinética de reacoes multietapa. A pro-
posta de Bodenstein foi inicialmente pouco reconhecida, mas acabou se mostrando
essencial para a compreensao das chamadas reacoes em cadeia, cujo desenvolvi-
mento cresceria exponencialmente nas décadas seguintes.

Nos anos 1920 e 1930, a hipdtese foi resgatada e sistematizada por dois pesqui-
sadores que a levaram a um novo patamar: o russo Nikolay Nikolaevich Semenov
e o britanico Cyril Norman Hinshelwood. Trabalhando de forma independente em
lados opostos da Europa, ambos aplicaram a hipétese de Bodenstein ao estudo
de reacoes gasosas altamente energéticas, particularmente aquelas relacionadas a
combustao e a processos explosivos. Semenov, fisico-quimico de formagcao, desen-
volveu na Uniao Soviética uma teoria detalhada das reagoes em cadeia ramificadas,
nas quais intermedidrios como radicais livres se multiplicam durante o processo,
levando a um crescimento acelerado da reagao. Para construir seus modelos ma-
tematicos, ele partiu da premissa de que os intermediarios atingem rapidamente
uma concentragao quase constante — ideia central da H.E.E. Em 1931, Semenov
fundou o Instituto de Fisico-Quimica da Academia de Ciéncias da URSS, onde
criou uma das mais importantes escolas de cinética quimica do século XX.

Ao mesmo tempo, na Universidade de Oxford, Cyril Hinshelwood explorava
mecanismos de reacgoes gasosas que envolviam espécies instaveis e etapas sucessi-
vas. Ele aplicou com precisao a hipdtese do estado estacionario para explicar os
dados experimentais de reacoes como a oxidacao do hidrogénio e a decomposicao
do ozonio, contribuindo decisivamente para transformar a cinética quimica em
uma ciéncia quantitativa e mecanistica. Hinshelwood demonstrou como, mesmo
sem conhecer diretamente as concentracoes dos intermediarios, era possivel prever
a velocidade das reagoes e seu comportamento frente a variacoes de pressao, tem-
peratura ou concentracao inicial dos reagentes. A convergéncia dos trabalhos de
Hinshelwood e Semenov, baseada em uma hipétese inicialmente pouco valorizada,
levou a formulacao de modelos altamente eficazes para descrever sistemas quimicos
complexos.

Em reconhecimento as suas contribuicoes pioneiras e complementares para a
compreensao dos mecanismos das reagoes quimicas, Cyril Hinshelwood e Nikolay
Semenov receberam conjuntamente o Prémio Nobel de Quimica em 1956. O prémio
marcou o reconhecimento definitivo da hipdtese do estado estacionario como uma
das ferramentas fundamentais da cinética quimica moderna e consolidou o tra-
balho de Bodenstein como ponto de partida para uma das mais fecundas linhas
de pesquisa do século XX. A trajetéria dessa hipdtese, que comegou como uma
ideia auxiliar para simplificar célculos, tornou-se um conceito central na descri¢ao
de reacoes multietapa e reagoes em cadeia, influenciando dreas como a catalise, a
bioquimica, a engenharia quimica e a ciéncia dos materiais.
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3.2 Definicao Formal

A hipdtese assume que, para um intermediario reativo I em uma reacao quimica
multietapa, sua concentracao atinge rapidamente um valor quase constante:

d[/]
dt
Ou seja, a taxa de formacao de I é aproximadamente igual a sua taxa de

consumo
Essa hipétese deve ser utilizada quando:

~ 0. (150)

1. O intermediario é altamente reativo e tem uma vida util muito curta;
2. O intermediario se forma e se consome a taxas similares;

3. A reacao ocorre em condigoes de estado estacionério (ap6s a fase inicial tran-
sitéria);

4. Se deve demonstrar a ordem complexa da reacao;

5. Nao se sabe qual é a etapa lenta da reacao.

3.3 Exemplos
3.3.1 Exemplo 19:

Considere um mecanismo de reacao em duas etapas:

1A 5511 (151)
171 218 (152)
14 Lot g (153)
A variacao da concentracao de I no tempo é:
d[J]
T Viormasao + Veonsumo = k1[A] + (—ka[1]) (154)

Pela hipo6tese do estado estacionario:

an
L. (155)

Logo:
° [ A] = kol (156)
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Isolando [I]:

A
=M (157)
2
A taxa de formacao do produto B é:
d[B]
—— = ko[l 1
B~ kol (158)
Substituindo [I]:
d[B] _
T ki[A] (159)
Como: a4 diB)
Ul e (et | 1
-‘/;”G(IG(IO dt dt ( 60)
Temos:
%eacdo = kl [A] (161)

Essa equacao mostra que a reacao se comporta como uma reagao de primeira
ordem com respeito a A.

3.3.2 Exemplo 20:

Considere o Mecanismo:

1A+1B==11+1D (162)
IB+11%1C+1D (163)
1A+ 2B 1 ¢4 2D (164)

Obs 7: A Equagao Global nao é reversivel, pois a equagao (163) também nao é,
ou seja, se em um mecanismo com 1000 etapas, nos tivermos 999 que sao reversiveis
e 1 irreversivel, a equagao global sera irreversivel também.

Escrevendo a velocidade da reagao global:

—d[A]  1-d[B] 1d[C] 1d[D]

. 1
Vreaczonal—I T3 1 d 3 (165)
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Reagentes

Produtos

Intermediario

~
<~

Figura 20: Gréafico de [X] (concentragao em mol.L™!) x t (tempo)da reagao do exemplo 20

Percebe-se pelo grafico que a hipdtese do estado estacionario é valida para este
caso, pois a taxa de consumo do intermediario é aproximadamente 0.

Escrevendo a taxa de formacao do intermedidrio:
d[I]
dt
Pela hipétese do estado estacionario:

= k1. [AL[B] — k_1.[D].[1] — k.[B].[1] (166)

- = 0 (167)
Logo:
ki1.[A].[B] — k_1.[D].[I] — k2.[B].[I] = 0 (168)
Isolando [I]:
k1 [A][B]
U™ DT+ B (169)
Pela equagao (165), temos:
Vreacional = %% = +ko.[B].[I] (170)

Obs: A velocidade pode ser calculada usando qualquer taxa de formagao/consumo,
seja de A, B, C ou D, porém por uma analise rapida no mecanismo percebe-se
que fazendo por C é muito mais simples, pois ele tém somente uma equacao que
forma/consome ele, enquanto o A tém 2, 0 B tém 3 e o D tém 3.

Gabriel Moreno Ribeiro 47



(169) em (170):

, ky.ko[A][B)?
Vreacional =~ 171
k_1[D] + ko[ B] (171)
Obs 8: Se k_l[D] << ]{?Q[B]
Vreacional = ky.[A][B] (172)

Vale-se ressaltar que isso ocorre se a 1% etapa fosse a lenta do mecanismo

Obs 9: Se ky.[B] << k_1[D]

ko1 ko[ A][B)?
k(D]

Vale-se ressaltar que isso ocorre se a 22 etapa fosse a lenta do mecanismo

Vreacional =

(173)

3.4 Aplicacgoes
3.4.1 Equacao de Michaelis-Menten

A equacao de Michaelis-Menten é uma das mais importantes na bioquimica e na
cinética quimica. Ela descreve a velocidade de uma reacao enzimatica em funcao
da concentragao do substrato, sendo fundamental para entender como enzimas
catalisam reacgoes e como seu comportamento pode ser quantificado em termos
experimentais. Desenvolvida por Leonor Michaelis e Maud Menten em 1913, a
equacao permanece como um modelo cldssico amplamente utilizado em biologia
molecular, farmacologia e bioengenharia.

Essa equagdo permite obter parametros essenciais como a Vi, (a velocidade
méxima da reagao quando a enzima estd saturada) e a K, (constante de Michaelis,
que indica a afinidade da enzima pelo substrato; valores menores significam maior
afinidade)

Consideramos o seguinte mecanismo enziméatico:

E+8 <= ES (174)
-1

ES® B+ P (175)

E+S5E+P (176)

Onde E ¢é a enzima livre, S o substrato, £'S o complexo enzima-substrato e P o
produto. As constantes ki, k_; e ko representam as taxas das respectivas reagoes.
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Pela hipétese do estado estacionario:

d[ES

— =0 177
o (177)

A taxa de formagao de [ES] é dada por:
Taxa de formagao = k;[F][5] (178)

Enquanto a taxa de decomposigao (pela dissociacao e formagao de produto) é:

Taxa de decomposicao = (k_1 + kq)[ES] (179)

Pelo estado estaciondrio:

BIE]S) = (k-1 + k2) [ES) (180)

Utilizamos a conservacao da enzima total:

[Eo] = [E] +[ES] = [E] = [Eo] — [ES] (181)

Substituindo na equacao do estado estacionario:

kr([Eo] — [ESDIS] = (k-1 + k2)[ES] (182)
Distribuindo:
k1 Eo][S] — ki [ES][S] = (k-1 + k2)[ES] (183)
Isolando [ES]:
ki[Eo|[S] = [ES](k1[S] + k_1 + ko) (184)
_ ki[E[S]
[ES] = k1[S] + k_1 + ks (185)
Definimos a constante de Michaelis:
Konichaetis = k‘f i (186)
Assim, obtemos:
[ES] = % (187)
A velocidade da reacao é:
_d[P]
V= ko[ES] (188)
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Substituindo a expressao de [ES]:

[Eo][S]
= ks. 189
v 2 o+ [S] ( )
Definindo Vipsxima = k2[Eo], temos:
Vinax[S]
— maxizl 190
K, + 19] (190)

Essa é a equacao de Michaelis-Menten. Ela descreve como a velocidade da
reacao depende da concentracao do substrato. Algumas interpretacoes importantes
dessa equagao sao:

- Quando [S] <« K, a equagao se reduz a:

Vmax
K,

O que indica comportamento de primeira ordem em relacao ao substrato.
- Quando [S] = K,,;:

(V]

[5] (191)

(192)

O que justifica a interpretacao de K,, como a concentracao de substrato para
a qual a velocidade é metade da maxima.
- Quando [S] > K,,:

U~ Vinax (193)

O que indica saturagao enzimatica: o aumento da concentragao de substrato
nao eleva mais a velocidade.
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Curva de Michaelis-Menten

‘ ‘ ‘ I Assintota V,,,
a2 e e e i =
~
=
E os| .
>
)

T 0.6 |
Q
[a e
= 041 s
]
E
< 0.2 o
(&)
9
= of :
| | | | |

|
0 1 2 3 4 )
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Figura 21: Gréafico da equagao de Michaelis-Menten mostrando que a curva se aproxima de uma
reta para grandes valores de [S].

A equagao de Michaelis-Menten pode ser compreendida de forma didética se
compararmos uma enzima a uma pessoa em um rodizio de comida, como uma
churrascaria. Nessa analogia, a enzima (F) é a pessoa comendo, o substrato (5)
representa os pedacos de carne servidos pelos garcons, e a velocidade da reagao
(v) corresponde a velocidade com que a pessoa come. Quando hd pouca carne
sendo servida ([S] < K,,), a pessoa estd com fome e come imediatamente tudo
que chega, ou seja, a velocidade de consumo é proporcional a quantidade de carne
servida. Quando a taxa de chegada de carne aumenta e atinge um ponto onde
[S] = K, a pessoa comega a desacelerar, pois ja nao estd mais faminta, e sua
velocidade de comer é metade da velocidade maxima (Viax/2). Por fim, quando
hé carne demais sendo servida ([S] > K,,), a pessoa ja estd quase cheia e sua
velocidade de comer se estabiliza em V.., pois, mesmo com mais carne sendo
oferecida, ela nao consegue comer mais rapido.

3.4.2 Producao de Amoénia (Processo Haber-Bosch)

A.1) Contexto Histérico:

O processo Haber-Bosch foi desenvolvido por Fritz Haber em 1908 e posterior-
mente escalado industrialmente por Carl Bosch a partir de 1910 na Alemanha. Ele
surgiu em um contexto de escassez de fontes naturais de nitrogénio fixado, como
o salitre do Chile, essencial para a fabricacao de fertilizantes e explosivos.
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O processo revolucionou a agricultura ao possibilitar a producao em larga escala
de fertilizantes nitrogenados, aumentando drasticamente a produtividade agricola
global.

A.2) Importancia da Produgiao de Amonia

A amoénia (NHj) é a base de diversos produtos:

e Fertilizantes, se nao existissem somente um terco da populacao seria alimen-
tada (nitrato de amonio, ureia)

e Explosivos (TNT, nitroglicerina)
e Produtos farmacéuticos e de limpeza
e Matéria-prima para a industria quimica

Estima-se que mais de 50% do nitrogénio presente no corpo humano atual tenha
origem na amonia sintética produzida por esse processo. E considerado um dos
processos quimicos mais importantes da histéria da humanidade.

A.3) Equacgao Global da Reagao

Na(g) + 3Ha(g) == 2NHs(g) AH° = —92kJ/mol (194)

A reagao é exotérmica e ocorre com diminui¢do do nimero de mols gasosos (4
mols reagentes — 2 mols produtos), sendo favorecida por:

e Baixas temperaturas (equilibrio)
e Altas temperaturas (cinética)
e Altas pressoes (equilibrio)

Contudo, ha um conflito entre termodinamica e cinética, como sera discu-
tido a seguir.

A.4) Influéncia da Temperatura

No(g) + 3Ha(g) = 2NHs(g)  AH° = —92kJ/mol (195)

A reacgao global de sintese de amonia é exotérmica e envolve a reducao do
nimero de mols gasosos (4 mols reagentes — 2 mols produtos), o que tem impor-
tantes implicagoes na resposta do sistema as variagoes de temperatura.

A.4.1) Visao Termodindmica (Equilibrio Quimico):

De acordo com o Principio de Le Chatelier, se um sistema em equilibrio for
perturbado, ele tendera a reagir no sentido de minimizar essa perturbacao.

Neste caso, temos uma reacao exotérmica, ou seja, libera calor:
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Ny + 3Hy = 2NHj; + calor (196)
Assim:

e Aumentar a temperatura adiciona calor ao sistema = o equilibrio desloca-
se para a esquerda (formagao de reagentes), diminuindo o rendimento em
amonia.

e Reduzir a temperatura remove calor = o equilibrio desloca-se para a direita

(formacao de produtos), aumentando a produgao de aménia.

A dependéncia da constante de equilibrio com a temperatura é descrita pela
equacao de van 't Hoff:

dln K B AH°
dT  RT?

Como AH®° < 0 (reagdo exotérmica), temos:

(197)

SeT 1= K |

Portanto, em termos de rendimento de equilibrio, temperaturas mais baixas
sao preferidas.

A.4.2) Visao Cinética (Velocidade de Reagao):

Apesar de o equilibrio ser favorecido em temperaturas baixas, a reagao entre Ny
e Hy possui uma barreira de energia de ativacao elevada, principalmente devido a
forte ligagao tripla do nitrogénio molecular:

N, 225 2N (g) (198)

O aumento da temperatura acelera o movimento das moléculas, aumentando a
fracao com energia suficiente para ultrapassar a barreira de ativacao, segundo a
equacao de Arrhenius (X)

Assim, aumentar a temperatura acelera significativamente a taxa da reacao,
permitindo que o sistema atinja o equilibrio mais rapidamente.

A.4.3) Temperatura Ideal:
Ha&, portanto, um dilema:

e Temperaturas baixas = favorecem o equilibrio, mas a reacao é muito lenta.

e Temperaturas altas = a reagao ocorre rapidamente, mas o equilibrio é deslo-
cado para os reagentes.

Na pratica, a industria opta por uma temperatura intermediaria, normalmente
entre 673 K e 723 K (400-450°C), que oferece um bom balango entre:
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e Velocidade adequada da reagao (cinética razodvel)

e Rendimento aceitdvel de amonia (equilibrio ainda favoravel)

Esse compromisso é vidvel gracas ao uso de catalisadores metdlicos (ferro com
promotores), que reduzem a energia de ativagao, tornando a reagdo mais
rapida mesmo em temperaturas mais moderadas.

Temperatura Cinética Equilibrio
Alta (T 1) Velocidade alta (k1) | Rendimento baixo (K., )
Baixa (T' ) Velocidade baixa (k |) | Rendimento alto (K.q 1)
Intermediaria Compromisso Compromisso

Tabela 1: Influéncia da temperatura na cinética e no equilibrio da reacao de sintese de amonia.
A.5) Condigées Industriais

e Temperatura: 400-450°C
Pressao: 150-300 atm

Catalisador: ferro com promotores
e Conversao por ciclo: 15-20%
e Reutilizacao dos gases nao reagidos (recirculagao)

A.6) Impactos Globais

e Aumento da populacgdo mundial sustentado pela producao em massa de ali-
mentos

e Contribuicao para a Revolucao Verde

e Dependéncia energética e questoes ambientais (emissao de COy e NO,,)

3.4.3 Decomposicao do ozodnio na estratosfera

A decomposigao do ozonio na estratosfera, processo que protege a vida na Terra
contra a radiacao ultravioleta. Essa decomposicao envolve duas etapas princi-
pais. A primeira é a fotodissociacao do ozonio (O3) pela luz ultravioleta, gerando
oxigénio molecular (Oy) e oxigénio atomico (O):

O3 + hv 0, + 0 (199)

A segunda etapa ocorre quando o oxigénio atomico formado reage com outra
molécula de ozonio, gerando mais oxigénio molecular:

O+ 03 k—2> 20, (200)
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O oxigénio atomico (O) é um intermedidrio reacional, formado e consumido ra-
pidamente. Pela hipotese do estado estacionario, assumimos que a taxa de O se
mantém praticamente constante, ou seja:

d[O]
dt
Assim, podemos escrever a taxa de formagao de O igual a taxa de seu consumo.
Se a primeira reacao tem constante de velocidade k; e a segunda ko, e a luz esté
constante, temos:

~ 0 (201)

k1[O3] = k2[O][Os] (202)
Resolvendo para [O], obtemos:
0] =2 (209
k2

Com isso, é possivel substituir essa concentracao na equagao da taxa global
e prever o impacto de catalisadores ou poluentes na velocidade de destruicao do
0zOnio.

3.4.4 Producgao do SO3

Outro exemplo classico da aplicacao da hipdtese do estado estacionario esta no
processo de producao de triéxido de enxofre (SOj3) na fabricagao de acido sulfirico
via catdlise heterogénea com pentéxido de vanadio (V20s5). A reagdo ocorre em
duas etapas. Primeiro, o diéxido de enxofre reage com o catalisador, formando um
complexo intermedidrio adsorvido, que chamaremos de SO;™:

S04(g) + V205 — SO3* + V30,4 (204)

Esse intermedidrio ¢ instavel e rapidamente se decompoe para formar SO3 gasoso,
liberando o catalisador regenerado:

SOT* — SO4(g) (205)

Como SO3;™ é uma espécie intermediaria de vida curta, usamos a hipétese do
estado estaciondrio para ela. Assim:

d[SO5™]
dt
Se a primeira reacao tem constante k; e a segunda ks, e considerando a concen-
tracao do catalisador constante, temos:

~ 0 (206)

k1[SO2].[VaOs] = ko [SO5™] (207)
Resolvendo para [SO37:
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k1
SO = —
[ 3 ] k2
A taxa de formagao do produto final SOz depende da decomposi¢do do inter-
mediario, logo:

[SO,].[V205] (208)

v = ka[SO57] = k1 [SO,].[V205] (209)

Esse resultado mostra que, apesar do mecanismo ter duas etapas, a velocidade
global pode ser expressa de forma simples, gracas a hipétese do estado estacionario.
Esse tipo de andlise é essencial para otimizar processos industriais e reduzir custos
e impactos ambientais.

3.5 Validade e Limitagoes

A hipétese do estado estacionario nao é universalmente vélida. Suas limitacoes
incluem:

e Fases iniciais da reagao: a concentracao do intermediario pode variar ra-
pidamente.

e Intermediarios de longa duragao: a hipdtese pode nao ser valida.

e Reacoes reversiveis rapidas: pode ser necessario o uso da aproximacao de
pré-equilibrio explicada anteriormente.

4 Conclusao

O presente trabalho teve como objetivo compreender, de forma abrangente
e critica, a hipdtese do estado estacionario no contexto da cinética quimica, anali-
sando seus fundamentos tedricos, aplicagoes praticas e limitagoes. A partir de uma
solida revisao bibliografica, foi possivel contextualizar historicamente o surgimento
dessa hipdtese e compreender sua importancia para o desenvolvimento de modelos
que descrevem o comportamento dinamico das reagoes quimicas, especialmente
aquelas que ocorrem em multiplas etapas e envolvem intermedidrios instaveis.

Ao longo do estudo, observou-se que a hipotese do estado estacionario constitui
uma ferramenta poderosa para a simplificacao matematica de mecanismos reaci-
onais complexos. Sua principal contribuigao reside na possibilidade de descrever,
com boa aproximacao, a velocidade de reagoes multietapas por meio da suposicao
de que a concentracao dos intermedidrios reacionais se mantém aproximadamente
constante durante a maior parte do processo. Tal suposicao, quando aplicada cor-
retamente, facilita nao apenas a deducao de leis de velocidade, mas também a
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interpretacao dos mecanismos envolvidos em reacoes catalisadas, bioquimicas ou
ambientais, como as analisadas neste trabalho.

Contudo, ficou evidente que a aplicacao dessa hipdtese requer cautela. A va-
lidade da aproximagao depende de uma andlise criteriosa do sistema em estudo,
sendo necessario verificar se as condigoes para sua utilizagao, como a existéncia
de uma etapa lenta dominante e a rapida formacao e consumo dos intermediarios,
estao de fato presentes. Em situacoes em que essas premissas nao se aplicam,
outras abordagens, como o modelo de pré-equilibrio ou a resolugao numérica de
sistemas diferenciais, devem ser consideradas para garantir a fidelidade da mode-
lagem cinética.

Este trabalho também ressaltou o papel didatico e cientifico da hipdtese do
estado estacionario, especialmente no contexto educacional. Ao apresentar uma
forma acessivel de lidar com reagoes complexas, essa hipdtese auxilia estudantes e
pesquisadores a desenvolverem uma visao mais estruturada sobre os mecanismos
reacionais e a logica subjacente as leis de velocidade.

Conclui-se, portanto, que o estudo da hipdtese do estado estacionario nao ape-
nas enriquece a compreensao da cinética quimica, como também proporciona fer-
ramentas conceituais valiosas para a pesquisa cientifica aplicada. Espera-se que
esta monografia contribua para a formagao de uma base tedrica sélida, estimu-
lando futuras investigagoes sobre a modelagem de reacoes quimicas em diferentes
contextos, e reforcando a importancia do pensamento critico na escolha e aplicagao
de modelos cientificos.
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Abstract

Chemical kinetics is a fundamental area of chemistry, responsible for
studying the rate of reactions and the mechanisms that govern chemical
processes. Understanding how reactions occur and which factors influ-
ence their speed is essential for various scientific and industrial applica-
tions, such as catalyst development, drug formulation, and the optimiza-
tion of chemical processes. Within this study’s context, the steady-state
hypothesis stands out as one of the most widely used tools for simpli-
fying the mathematical treatment of complex chemical reactions. This
hypothesis assumes that the concentration of reactive intermediates re-
mains approximately constant over time, allowing for simpler expressions
for the reaction rate.

This paper presents an in-depth analysis of the validity of this approx-
imation in different scenarios, considering its applications, advantages,
and limitations. It discusses the necessary conditions for the hypoth-
esis to be applicable, as well as the potential errors resulting from its
improper use. In addition to the theoretical approach, it includes a re-
view of experimental studies that highlight both the effectiveness and
the limitations of this methodology.

The relevance of this study lies in the fact that selecting the appro-
priate kinetic model is crucial for correctly interpreting reaction mecha-
nisms. Ignoring the limitations of the steady-state hypothesis can lead
to misleading conclusions about reaction dynamics. Therefore, this work
reinforces the need for a careful analysis when modeling reactions and
suggests complementary approaches that can be used to improve the ac-
curacy of kinetic descriptions in more complex systems.

Keywords: chemical kinetics; steady-state hypothesis; reaction mech-
anisms; mathematical modeling; chemical reactions.
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1 Introduction

Chemical kinetics is the branch of chemistry responsible for studying the
rate of chemical reactions and the mechanisms by which reactants are transformed
into products. This field allows us to understand not only “if” a reaction oc-
curs but also “how” and “how fast” it happens, enabling control over industrial
processes, understanding natural phenomena, and advancing research in health,
environmental science, and technology.

This work is grounded in both classical and modern authors of physical and
chemical kinetics. The conceptual basis of the steady-state hypothesis was exten-
sively discussed by (LAIDLER, 1987), and further explored in catalytic mecha-
nisms in (ESPENSON, 1995). To understand kinetics in solutions and gases, the
following works are highly recommended: (ATKINS; PAULA; KEELER, 2022),
(ENGEL; REID, 2013), (LEVINE, 2010), and (CHANG; GOLDSBY, 2011), all
of which offer robust theoretical and didactic approaches. (HOUGEN; WATSON;
RAGATZ, 1967) offers a practical perspective on kinetics in chemical engineering,
while (MARON; LANDO, 2002) and (MCQUARRIE; SIMON, 2017) delve into
mathematical and molecular modeling. Other important texts include (TROU-
TON, 2021) and (JENKINS; WILDGOOSE, 1992), which discuss the relationship
between thermodynamics and kinetics. For the statistical and energetic basis of
reactions, (HILL, 1986) is particularly valuable, especially regarding free energy
of activation. The classic work by (FROST; PEARSON, 1977) remains relevant
for clearly explaining several examples of the steady-state hypothesis. Finally,
the publication by (HAMMOND, 1955) introduces the concept of the transition
state in a pioneering way, essential for understanding the energetic fundamentals
of reactions.

The first scientist to systematically investigate this field was the German Lud-
wig Ferdinand Wilhelmy, in 1850. In his pioneering research, he analyzed the
acid hydrolysis of sucrose—the breakdown of common sugar (sucrose) into glucose
and fructose in the presence of acid. To monitor the reaction, Wilhelmy used a
polarimeter, an instrument that measures the rotation of polarized light caused
by optically active substances. Since sucrose and its final products have different
optical rotations, he was able to precisely measure the reaction rate over time.
From this data, he proposed a differential equation describing the reaction rate as
proportional to the reactant concentration—one of the first mathematical formula-
tions of a rate law. Although his work was undervalued at the time, it inaugurated
the quantitative approach that would become central to modern chemical kinetics.

As research progressed, it became clear that many chemical reactions occur
through multiple successive steps, called elementary steps. These steps often in-
volve the formation of highly reactive and unstable species known as reaction in-
termediates, whose concentrations over time can be difficult to measure or predict
directly.
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In this context, the steady-state approximation, introduced in the early 20th
century by Bodenstein, stands out. This principle proposes that the concentra-
tion of reaction intermediates remains approximately constant during most of the
reaction—that is, the rate of formation of these intermediates is nearly equal to
their rate of consumption. Although it is a simplifying approximation, it allows
the derivation of rate laws for complex mechanisms and has been widely used in
the modeling of:

e catalytic reactions, in which catalysts (substances that speed up the reaction
without being consumed) act through the formation of temporary intermedi-
ates;

e biochemical processes, such as the Michaelis-Menten mechanism, which de-
scribes enzyme activity in cellular metabolism;

e environmental phenomena, such as the decomposition of ozone in the strato-
sphere, essential for understanding atmospheric balance;

e industrial systems, such as the Haber-Bosch process, fundamental in ammonia
production for fertilizers.

This paper aims to explore the origin, theoretical foundations, applications, and
limitations of the steady-state approximation in the context of chemical kinetics.
For this purpose, it will discuss historical aspects that motivated its development,
as well as its practical applications in real systems. Additionally, situations where
the steady-state approximation may fail or produce inaccurate results will be ad-
dressed, highlighting theoretical and computational alternatives that have been
proposed as complements or substitutes.

The relevance of this study is justified by the constant presence of chemical
kinetics in strategic areas such as process engineering, pharmacology, biochemistry,
environmental science, and nanotechnology. The ability to model and predict
the dynamic behavior of reactions is essential for optimizing industrial processes,
developing effective drugs, understanding biological reactions, and tackling global
environmental challenges. Thus, by delving into the analysis of the steady-state
regime, this work seeks to contribute to a deeper and more accessible understanding
of chemical kinetics, with potential academic and applied impact.

2 Chemical Kinetics (Literature Review)

2.1 Topic 1 (Reaction Rates)

This chapter will explore how the variation in species concentration over time
can be used to determine the rate of a chemical reaction. Examples will be pre-
sented involving the relationship between rate and stoichiometry, as well as the
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formal definition of reaction rate based on the coefficients of the balanced chemical
equation.
2.1.1 Average rate of a species

Consider the variation of species X as a function of time, and observe the graph
in Figure 1.

)

(00]

Concentration of X (mmol/L

Figure 1: Concentration vs. time graph for a generic reactant in mmol/L, where X is an arbitrary
species

Xlio—|X 0.25—-10 mimol
—tanft = U0 = [ ]118 — [0 lo = 0 = —0.975 s (1)
B Xl — |X 05-5 mmol
—tana = Uyg = | ]g _[2 ) =~ = —0.75 - (2)

Notice that: Given the fact that |tanf| > |[tanal — |Uo—10] > |U2-s|

Note 1: The negative tangents were used because the actual angles to be used
are the complements of those marked on the graph.

Note 2: When analyzing the change in concentration of a chemical species over
time, the signs associated with this change have specific meanings.

Positive values for concentration variation (%)tq) indicate that the concentration
is increasing over time. This typically occurs when the species is being formed

during the reaction, such as a product.

Gabriel Moreno Ribeiro 6



On the other hand, negative values (% < 0) indicate that the species is being
consumed—typical of a reactant.

In the given graph, the concentration of species X decreases with time, indi-
cating that X is being consumed in the reaction, i.e., it acts as a reactant.

The rate of disappearance is defined as:

A[X]
Rate = ———— 3

The negative sign ensures a positive rate value, since the concentration variation
of a consumed species is negative.

2.1.2 Instantaneous rate of a species

Now consider the variation of species X as a function of time, and observe the
graph in Figure 2.

= 10 1
~
E
g7
>
o 61
e
Q
Y]
-
=
8
s 2
=} N
@) \\
0 : : : :6/\\‘ : : : : : :
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
tempo (s)

Figure 2: Concentration vs. time graph for a generic reactant in mmol/L

Instantaneous rate at t = 5 s:

dX] -8 mmol
= ——— = — —1. 4
R T “Ts @)

Note 3: Other possible (but atypical) graphs:
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Consider a plot of the mass of reactants as a function of time. Observe Figure
3:

Mg

tempo

Figure 3: Mass vs. time graph for a zero-order reaction

In Figure 3, the graph corresponds to a zero-order reaction, since the rate is
constant:

v=—k
That is, even if an infinite amount of reactant is added, the rate does not in-

crease. This will be further explained in the next sections.

Now consider a plot of mass vs. time for an autocatalytic reaction, as in Figure
4.

tempo

Figure 4: Mass vs. time graph for an autocatalytic reaction
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Figure 4 represents an autocatalytic reaction, where the product itself acts as
a catalyst.

At the beginning, the reaction rate is low due to the small amount of product
available. As the product accumulates, the reaction speeds up. Eventually, the
rate decreases again due to the depletion of the reactants.

This behavior creates a curve with acceleration in the middle and deceleration
at the extremes.

Thus, the reaction follows the rate law:

v, = K[R]"[PJ? (5)

Where [R] and [P] are the concentrations of reactants and products, respectively,
usually in mol /L.

2.1.3 Rate and Stoichiometry

Before starting the calculation of the reaction rate, it is important to under-
stand how the concentration change of one chemical species relates to the change
in others, according to the stoichiometry of the reaction. The following example
illustrates how to use stoichiometric coefficients to determine the rates of different
components of the reaction.

Example 1:
2 H,05 — 2H,0 + Oy (6)
Given: Udecomposition sy, 0,) = —10mol/min (7)
= Uformation(o,, = 5 mol/min (8)
= Utormation s,0) = 110 mol/min (9)

2.1.4 Reaction Rate

Now that we understand how the rate of one species is related to others through
stoichiometry, let’s introduce the concept of reaction rate, which takes into account
the stoichiometric coefficients in a generalized way.

Example 2:
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tin = 3. (222 ) = 2. (422) (1)

Given: Udecomposition o) = —20 mol/min (12)

= Vtormation(o,) = 130 mol/min (13)

Therefore, the general expression for the rate of a reaction, considering a generic
equation:

aA+bB L cC+dD (14)

Can be written as:

Vreaction = ——.——— = ——. = —. = —. 15
eactio a dt bodt ¢ dt  d dt (15)
2.1.5 Dimensional Analysis

In this section, we will analyze the different units of reaction rate used in each
type of system, highlighting how dimensional analysis varies depending on the
physical state and context of the reaction.

e Homogeneous reaction in solution: (mol.L*.s7!)

e Gaseous reactions: (mol.L™'.s7!) or (atm.s™?)

Atmospheric reactions: (molecules.cm™3.s71)

Heterogeneous reactions (on surfaces): (mol.m™2.s)

2.2 Topic 2 (Rate Laws)

In this chapter, the process of determining the rate law of a chemical reac-
tion from experimental data will be addressed, with emphasis on the relationship
between the concentrations of reactants and the reaction rate, in addition to ob-
taining the mathematical expression that describes this behavior.

= Rate law is the mathematical equation that relates the reaction rate
to the concentrations of the species involved (reactants, products, and
catalysts).

= Intermediate species should not appear in the rate law according to
IUPAC (International Union of Pure and Applied Chemistry), since we
do not control the amount of them that appears in the reaction, unlike

Gabriel Moreno Ribeiro 10



the catalyst, which can be added to the rate law.

Observe:
aA+bB L cC+dD (16)

v = k[A*[B)P[CT[D][H ) (17)
e k: rate constant
e «: order with respect to A
e 3: order with respect to B
e 7: order with respect to C
e 0: order with respect to D

e w: order with respect to the catalyst H*

Note 4: The reaction orders in the rate law are not necessarily equal to the
stoichiometric coefficients of the balanced chemical equation, unless the chemical
reaction is elementary. However, if the reaction is not elementary, the orders will
be the coefficients of the slowest step of the reaction; but this will be explained
later. This happens because the rate law is determined experimentally and may
reflect a reaction mechanism with multiple steps.

Even if the orders coincide with the stoichiometric coefficients, this does not
mean that the reaction is elementary, although it increases this possibility. To con-
firm that a reaction is elementary, it is necessary to know its detailed mechanism
or have experimental evidence.

= The orders usually take values 0, 1, or 2. However, they can also be
negative or fractional.

As an example, in zero-order reactions, the reaction rate does not depend on
the concentration of the reactants. This may seem strange at first, but it makes
sense when we think of the following example:

Imagine a room with 100 chairs and several people entering to sit. The ”chem-
ical reaction” here is the act of sitting or standing up from the chair. At first,
when there are few people in the room, more people entering increases the chance
of occupying empty chairs — that is, the "rate” of the reaction depends on the
number of people.

But now imagine that the room is crowded with people, say 1000. All chairs are
occupied. It no longer matters how many more people enter: no one else can sit
until someone gets up. From this point on, the reaction (sitting/standing) depends
only on the availability of chairs, not on the number of people.
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This saturation is what happens in zero-order reactions, such as in surface-
catalyzed processes or enzyme-catalyzed reactions: when all active sites (Chairs)
are occupied, adding more reactant (People) does not speed up the reaction (Sit-
ting/Standing).

=Reaction orders can be complex. We will discuss next how reaction orders
can have fractional or even non-integer values, highlighting the complexity that
may exist in the rate laws of certain reactions.

Example 3:

This rate law comes from a reaction that occurs in multiple steps and involves the
formation of intermediates. This type of mechanism will be studied in more detail
in Topic 3. For now, just consider the following rate law:

k1 [A][B]
= — 18
T ht([A 18)
Observe the mathematical limits:
o If ky > [A], then:
ki [A][B
o BBy 4y (19)
ks
(pseudo-1st order in A and 1st order in B, overall pseudo-2nd order)
o If ky < [A], then:
k1 [A][B]
[A]
(1st order in B, 0 order in A, overall 1st order)
Example 4:
Hs(g) + Bra(g) — 2HBr(g) (21)
3/2
v — k[HQ] [BYQ] (22)
[Brs] + £/[HBr]

= Dimensional analysis of rate constants: Now, let’s analyze how the unit
of the rate constant varies according to the order of the reaction, showing the
relationship between the form of the rate law and the dimensions of k.

Example 5: v = k . [A]*.[B)?
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I I a+p8 l 1—(a+p)
dimension of k = %. <m) = (%) s (23)

Example 6: v = k . P4.P,

dimension of k = atm!~(@+#) =1 (24)
k[H,|[Bry)?/?
Example 7: v = [ 37[2]2_1_[ k’?ﬂ[ B = k' is dimensionless

k’ is dimensionless because only quantities with the same dimension can be summed

in the denominator.
(%2)-(F)
mol L.s L (25)

=T = dimension of k = ol \ 22
(%)
mol

~1/2
dimension of k = (—) s (26)

v

L

2.3 Topic 3 (Integrated Rate Laws)

This topic deals with the derivation of the integrated rate equations, which
make it possible to describe how the concentration of reactants varies with time
for different reaction orders.

=Objective: Find the time-concentration equations for each rate law and then
manipulate them according to what the problem asks.

=Method: Integration of rate laws.

=Note: When more than one species appears in the rate law (differential equa-
tion), a reduction method must be applied to express the rate law in terms of only
one species.

=Integrated Rate Equations

e Zero Order

2 = kA = —k (27)
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/ d[A] = —k / dt (28)

[A] = [A]o — Kkt (29)
e First Order
d[A]
= —k[A] (30)
dlA]
/ o / dt (31)
In[A] = In[A]y — kt (32)
WY_ L, o A
In ([A]o> kt = Al (33)
e Second Order
dlA] 2
el —k[A] (34)
dlA]
/ T / dat (35)
1 1
m = m + kt (36)
e Order «
d[A] a
ek —k[A] (37)
/ LA d[A] = —k / dt (38)
(A =[Aly + (1 —a)kt (a#1) (39)

Note 5: The integrated rate equations are only valid for irreversible reactions
where it was possible to write the rate law as a function of only one reactant. See
some examples of what happens when the rate law does not meet this condition:

Example 8: 1A + 1B — Products, with v = k[A][B]

Gabriel Moreno Ribeiro 14



o If [A], # [Blo:

Differential Eq.: % = —k[A][B] (40)

Imegrted Ba: o n (o

o — k(B4 (42)
Integrating:
In[A] = In[A]y — k[B]ot (43)
o If [A]p = [Blo:
d[A] 2
SR = k4] (14)
Integrating:
1 1
m = m + (45)

Observe that it matches the second-order equation

kforward

Example 9: 1A ——1B

reverse

dlA
% = —Kkforward[A] + kreverse[ B] (46)

Knowing that [A](t) + [B](t) = C = [A]o + [Blo, we have: [B](t) = C — [A](t)

= kel AL+ ko (C = [A]) = = (kg + K)[A] + k. C (47)
A+ by + kA = kO (48)

This is a first-order linear differential equation. Applying the integrating factor:

u(t) = of Geptke)dt . (kg+hr)t (49)
Multiplying the equation by pu(t) :

e(ka“kT)t% + (ks + k,)eFrtRot [ A] = k,Celkrthnt (50)
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The left side is the derivative of the product:

d
7 (M A]) = Gttt (51)
Integrating both sides:
d (kptkr)t (kg+kr)t
%(e [A]) dt = [ k.Ce dt (52)
k.C
(k‘f-i-k:r)tA — T (k‘f—l—kr)t C 53
€ 4] [ . + 01 (53)
k.C
At) = — Che~ krthnt 54
Al = g+ Cre (54)

Using the initial condition = [A]y :

k,C k,C

Alp = C Cy = [A]o — 55
Ao ik T O Ao kp + k, (55)
Therefore, the final solution is:
A B Aly — k. [Blg)e s thn)t
gy Bl [Bl0) + (Ao = KBl )

/{f—FkT

=Half-Life Time (t,/2): Time required for the amount of reactant to fall by half
from a given point of analysis.

e Zero Order

A
A

t12 = % (58)

e [irst Order A -
In O ) —ktyy =  typ = —= 59
<[A]1/2> 1/2 1/2 k ( )

e Second Order
Ll ks o = — (60)
Al A T Y2 kAo

e Order a # 1
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Applying [A] = %:
A -«
(%) = [A];7" 4+ (1 — a)kty ) (62)
Y s
lij2 = R (63)

:>%-life Time Time required for the amount of reactant to fall to % of the initial
amount.

e Zero Order

[Ao] [Ao](n — 1)
— =[Ay] — k. = 4
n [Ao] —ktiyn = tim 2 (64)
e [irst Order
1 In(n)
In{ =) =—kt t/y =
n (n> in =  tiyn 3 (65)
e Second Order
1 B 1 B (n — 1)
% = [A]O + ktl/n = tl/n = k[A]O (66)
e Order a # 1
1 [A]p) '™ o
= A ()] (63)
Un = k(o —1) nl-o
=Fraction Reacted Until Time ¢
e Zero Order
[A]o — [A] kt
reacted — = 69
Freneret =10, = [, (69)

e First Order
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freacted =1- % =1- e_kt (70)

e Second Order

freacted = [A]O = 1+ k?[A]Ot (71)
e Order a # 1
freacted - M =1- [1 + (Oé - 1)1{"[14]8[_175} ﬁ (72)
[Alo
Note 6:

e In radioactive decay reactions (first order), the half-life is constant.
e The half-life time depends on the reaction order.
e For irreversible reactions, it is possible to integrate the differential equations

directly.

2.4 Topic 4 (Methods for Determining the Rate Law)
2.4.1 Initial Rates Method

Isothermal experiments are carried out (to ensure a constant value of k), in
which the concentrations are modified and the effects on the reaction rate are
measured for further comparison.

= Organization in Table Form:
Example 10

Data:

[A] (mol.L ™) | [B] (mol.L™1) | v (mol.L=".h~1t)
10.0 10.0 100

Considering the same reaction, the following correlation was also observed:

[4] | [B] | v (mol.L=1.h™1)
10.a| B a?.a”

Given that a/f = 10, determine the rate constant (k), the partial orders, and the
overall reaction order:

a _ &al P (73)
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Substituting the values:
100 k.102.107

aBac k.102a”. 38

10.a\"”
w- ()

Knowing from the statement that: a/f = 10, we have:

Solving:

100=100° 5 =1—a=10

Overall order:
at+B=10+1=11

From the original equation:

o 1o 102
Therefore:
LlO
k=10""——
0 moll0.h

2.4.2 Graphical Method of Integrated Rate Laws

(76)

(77)

(79)

One should plot the values of [A] X t or some operator of the functions of [A]

x t for later comparison with the integrated rate law graphs.

Reminder:

Zero Order: [A] = [A]p — kt

First Order: In[A] = In[A]y — kt

Second Order: L = — +kt

Graph: [A] vs Time (Various Orders)
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time

Figure 5: Graph of reactant concentration of a generic reaction as a function of time
Graph: In[A] vs Time (Various Orders)

In[A]

time

Figure 6: Graph of the natural logarithm of the reactant concentration of a generic reaction as
a function of time

Graph: 1/[A] vs Time (various orders)
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1/[A]

a<?2

1

Figure 7: Graph of 4

reactant concentration)

In a more didactic format:

time

of a generic reaction as a function of time
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Graph Order 0 Order 1 Order 2

[A] vs t

In[A] vs t

ﬁvst

Figure 8: Theoretical graphs showing the decay of reactants (blue) and formation of products
(red) for reactions of order 0, 1, and 2.

Next, we will analyze in detail the graphs of the following types:

1
[A] vs t, In[A] vst, ] vs t

for each reaction order, explaining the shape of each curve or line based on the
corresponding differential equation.

e Graphs of [A] vs ¢t
=Order 0

[A] = [Alo — Kt (80)

The reactant concentration decreases linearly over time, as the rate is constant
(v =k). The graph shows a decreasing straight line. Since the amount of product
formed is directly proportional to time, its curve (in red) is an increasing straight
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line.
=Order 1

[A] = [AJpe™ (81)

The concentration decreases exponentially, since the rate depends on the

amount of reactant still present. The graph shows a curve that decreases rapidly

at first and then levels off. The product (in red) increases in a complementary
fashion.

=QOrder 2

1

Al = ——
kt—Fm

The concentration decreases according to a hyperbolic function, since the rate
depends on the square of the reactant concentration. The curve falls sharply at
the start and then flattens out, never reaching zero.

(82)

e Graphs of In[A] vs ¢t
=Order 0

In[A] = In([A]y — kt) (83)
This graph results from applying a logarithm to a linear function, yielding a

nonlinear curve. It is not useful for linearizing a zero-order reaction; it is simply a
mathematical transformation.

=Q0rder 1

In[A] = In[A]y — kt (84)
This is the characteristic linear plot for a first-order reaction. It shows a straight

decreasing line with slope —k. This graph is the most commonly used to test if a
reaction is first order.

=QOrder 2

1
In[A] =In (ﬁ) (85)

Applying a logarithm to a hyperbolic function results in a nonlinear curve. This
graph is not appropriate for identifying a second-order reaction.
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1
e Graphs of ) Vs t

=Q0rder O

o 1 (86)
[A] - [Alo — Kt
As the inverse of a decreasing linear function, this graph is a growing hyperbolic
curve. It is nonlinear and not useful for determining a zero-order reaction.

=QOrder 1

1 1
—_—= (87)
[A] - [Aloe™™
The inverse of an exponential decay results in a growing curve that accelerates
over time. This graph is nonlinear and not practical for first-order identification.

=QOrder 2

1 1
A~ AL + kt (88)
This is the characteristic linear plot of a second-order reaction. The equation
describes a straight line with slope k, making it easy to identify second-order be-
havior experimentally.

=Summary Table:

Reaction Order | Characteristic Linear Plot
Order 0 [A] vs t
Order 1 In[A] vs t
1
Order 2 — vst
[A]

Figure 9: Table showing the characteristic linear plot for each reaction order

Each graph type offers a tool to verify a reaction’s order experimentally. The
graph that forms a straight line indicates the correct order, assuming well-collected
data and a simple reaction order.

2.5 Topic 5 (Temperature Dependence of k)

= Arrhenius Equation (empirical)
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The history of the Arrhenius equation begins with Svante Arrhenius, born in
1859 in Sweden, a young man with great aptitude for mathematics and natural
sciences. During his studies at the University of Uppsala and the Royal Institute of
Technology in Stockholm, Arrhenius became deeply interested in physicochemical
phenomena. In 1884, in his doctoral thesis, he proposed the revolutionary idea that
ionic substances dissociate spontaneously into ions when dissolved in water, even
in the absence of an electric current — a theory that, despite initial resistance,
laid the foundation for the theory of electrolytic dissociation. From there, he
turned his attention to another intriguing question: why does the rate of chemical
reactions increase with temperature? At the time, it was known empirically that
heat accelerated reactions, but there was no clear mathematical explanation for
this.

Arrhenius, immersed in a scientific environment influenced by van 't Hoff’s ideas
on equilibrium and the kinetic theory of gases, had a crucial insight: perhaps not
all molecules react, but only those with enough energy to overcome a barrier
— what he would come to call the activation energy. Inspired by the Maxwell-
Boltzmann distribution, which describes the energy distribution of molecules in
a gas, Arrhenius deduced that the fraction of molecules with energy equal to
or greater than the activation energy would be proportional to an exponential
function:

f=e P/ (89)

He then proposed, in 1889, an equation expressing the rate constant &k as the
product of a pre-exponential factor A (related to the frequency and proper orien-
tation of collisions) and this exponential term, resulting in the formula:

k= Aewt (90)
Arrhenius Parameters (empirical):
e A: Pre-exponential factor (Frequency factor)
e F,: Activation energy

Although initially contested, Arrhenius was eventually recognized for his bril-
liance, receiving the Nobel Prize in Chemistry in 1903, primarily for his theory
of ionic dissociation — though his kinetic equation became equally fundamental.
The Arrhenius equation remains to this day one of the cornerstones of chemical
kinetics — even though it has been "replaced,” as will be seen later, for being “too
simple” — and is essential for understanding reactions in laboratories, industrial
processes, biological phenomena, and even atmospheric transformations.

= Logarithmic Form of the Equation
Taking the natural logarithm of both sides of equation (90), we get:
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E,

1
Ink=InA—-——- = 91
n n 7T (91)
This is a linear equation of the form:
y=mz+b
Where:
e y=1Ink
o= %
e m = —Z2 (slope of the line)
e b=InA (y-intercept)
Taking the base-10 logarithm of both sides of equation (90), we get:
E, 1
logk =log A — —% . — 2
BN TR T OsR T (92)
Again, a linear equation of the form:
y=mzx+b
Where:
o y=logk
o = %
e m = —5% (slope of the line)
e b =log A (y-intercept)
Ink
In A
slope = —E,/R
/T
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Figure 10: Plot of natural logarithm of rate constant k vs 1/T

-

T

Figure 11: Plot of rate constant k vs T

In a chemical reaction, the reactants must overcome an energy barrier called
activation energy (F,) to transform into products. Not all molecules have this
energy, but the Mazwell-Boltzmann distribution shows that increasing the system’s
temperature increases the fraction of molecules with sufficient kinetic energy to
react.

This increase in the average energy of molecules implies:

e Higher frequency of effective collisions;
e Higher reaction rate;

e Increase in the rate constant k.

The graph of Ink as a function of 1/7, as previously shown, yields a straight
line with a negative slope:
E,

1 =2 93
slope R ( )

This graph allows for the experimental determination of the activation energy.
It also clearly shows that:

e An increase in temperature (i.e., a decrease in 1/7") results in an increase in
In k, and therefore in k;

e Reactions with higher F, are more sensitive to temperature changes (steeper
slopes);

e Reactions with low E, show less temperature dependence.
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Based on the Arrhenius equation and the Boltzmann distribution, we conclude
that the rate constant k£ increases with temperature because:

e More molecules acquire sufficient energy to overcome the activation barrier;

e The equation shows that £ increases exponentially with 7', reflecting this
physicochemical behavior.

1 - -
0.8 ]
B
5 0.6 [ |
=
= 04] §
= — Ea =1kJ/mol
0.2 — Ea = 10 kJ/mol
— Ea = 100 kJ/mol
O - -

-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11
Time (s) 104

Figure 12: Qualitative plot of rate constant k vs time in seconds

= When the activation energy FE, increases:

e The fraction of molecules with sufficient energy to react, given by e~ Fa/RT

decreases;
e This means fewer molecules participate in the reaction per unit time;

e Consequently, the rate constant k decreases, and the reaction proceeds more
slowly.

= Time to Reach Maximum Value of k

Although k is a constant at a given temperature, in many experimental con-
texts (such as complex reactions or kinetic measurements over time), we observe
the evolution of the rate over time.

= For reactions with high activation energy:
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The number of effective collisions at the beginning is very small;

It takes more time for a significant number of molecules to acquire sufficient
energy to overcome F;

This means the reaction rate takes longer to reach its maximum value;

Therefore, the reaction is slower both at the beginning and throughout its
progress.

Increasing the activation energy makes it more difficult for reactants to reach
the transition state, reducing the frequency of effective collisions. According to the
Arrhenius equation, this increase in E, makes the rate constant k£ exponentially
smaller, which translates to a reaction that:

e [s slower;
e Takes longer to reach its effective rate;

e Requires more time for significant conversion of reactants into products.

= Van’t Hoff Rule
Van’t Hoff’s rule states that the rate constant k varies with temperature ac-
cording to the equation:

AT

kT = kambient <2710 (94)

Where:
e L is the rate constant at the new temperature 7',
® Kambient 1S the rate constant at 298 K (room temperature),

o AT =T — 298 represents the temperature change in Kelvin.

2.6 Topic 6 (Kinetic Theories)

2.6.1 Collision Theory
Postulates:

e For a chemical reaction to occur, there must be a collision between the reac-
tants.

Consequence:

Ureaction X Frolisions X VT';  [Reactants], surface area, gas pressure (95)

For a collision to be effective, two criteria must be met:
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1. Possess £ > F,

Consequence:

—Ea/RT

Ureaction OC € (according to Boltzmann) (96)

%J\

tq\r

Figure 13: Maxwell-Boltzmann distribution graph

After heating, the fraction of molecules with £ > FE, increases exponentially,
which explains the increase in reaction rate.

2. Have a spatial orientation favorable for product formation.
e Empirical analysis:

. kex erimental
p (steric factor) = — 22

ktheoretical
® Kiheoretical: assumes all collisions have the same geometry
— When p < 1: complex collision geometry

— When p = 1: simple collision geometry
— When p > 1 = Curiosity: Harpoon Mechanism
As previously stated, the Arrhenius equation (90) became outdated over time

as it does not consider collision theory. Thus, a rate constant was estimated for
bimolecular reactions that follow this theory, given by the equation:

1
SET\ 2 —Eq

kbimolecular = K.o. <_> -]\'fa'6 RL; (97)
't

Where p is the reduced mass.
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Comparing equation (bimolecular k equation number) with equation (Arrhenius
equation number), we find that the pre-exponential factor A equals:

1

8kT\ 2

A= p.o. <—) N, (98)
T

2.6.2 Transition State Theory

In this theory, the F, and favorable spatial orientation are achieved along the
reaction coordinate (specific to each reaction).

H (kJ)

reaction pathway

Figure 14: Energy vs. reaction pathway for an exothermic reaction

H (kJ)

reaction pathway

Figure 15: Energy vs. reaction pathway for an endothermic reaction

Where:
e AH: arrow from reactants to products

® Fagorwara: arrow from reactants to the peak
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® Fleverse: arrow from products to the peak

e The highest point on the graph represents the activated complex (to be ex-
plained)

AH = Hproducts - Hreactants (99)

We can also calculate AH using the activation energies:

AH = Eaforward - Eareverse (100)
o If AH < 0, the reaction is exothermic
o If AH > 0, the reaction is endothermic

The activated complex, or transition state, is a high-energy, unstable molec-
ular configuration. It represents the highest energy point between reactants and
products.

It is denoted by:

R—[f] — P (101)

Where [{] is the activated complex.
It has a very short lifetime (107! s or less) and cannot be isolated.

E. = Ey — Er (102)
The higher the energy barrier, the slower the reaction.

Estimation of the rate constant £ based on collision theory

Consider the variation of Gibbs free energy along the reaction coordinate, and
observe the following graph:

AG Activated complex/Transition state

Reactants

Products

Reaction coordinate
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Figure 16: Gibbs Free Energy (AG) vs. Reaction Coordinate

Example 11: Reaction matching the above model:
HO™ + CH3Cl — [HO @ @ @ CH3 @ @ @ Cl|¥ — CH30H + Cl~

Similar to Arrhenius’ model, Transition State Theory proposes the following
dependence of the rate constant k on temperature:

_AGt
o kT =act (103)
h
AGH = AHY — TAS* (104)

This model shows that the formation of the activated complex is the determining
factor in the reaction rate.

It is important to distinguish between an activated complex and an intermedi-
ate: the former is non-isolable and short-lived; the latter can be isolated and has
a longer lifetime.

Catalysts lower the energy of the transition state, reducing the activation energy
and speeding up the reaction.

2.7 Topic 7 (Reaction Mechanisms)

This chapter will discuss the construction and analysis of reaction mechanisms,
with an emphasis on identifying elementary steps, defining intermediate species,
and formulating rate laws consistent with experimental data.

2.7.1 Terminology

e Elementary reaction (step): occurs in a single step. In these cases, the
reaction orders are equal to the stoichiometric coefficients of the reactants.

¢ Rate-determining step:

Example: The Cookie Factory

To understand the concept of the rate-determining step (or slow step), imagine
a cookie factory with two main production stages:

1. Cookie dough production: a machine mixes the ingredients and shapes
the raw cookies. This machine is very fast, capable of producing up to
1000 kg/h of raw dough.

2. Baking the cookies: next, the raw cookies go into an oven for baking.
However, the oven has limited capacity and can only bake 300 kg/h.
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Even if the dough machine can deliver 1000 kg of raw cookies per hour, the
oven can only bake 300 kg/h. This means the baking stage limits the entire
factory’s output. Thus, the overall production rate is:

Overall rate = 300 kg/h

This example illustrates the concept of the slow step in a chemical reaction:
no matter how fast the other steps are, the slowest one (the oven, in this case)
determines the final rate of the process.

This idea applies to chemical reactions with multiple steps. The overall reac-
tion rate depends on the slowest step — called the rate-determining step.

e Molecularity: the number of chemical species that effectively react in an
elementary step.
2.7.2 Interesting Examples

1. Unimolecular Reactions

Example 12:
O3 225 0,4+ 0  (Photolysis) (105)
Light (represented by hv) provides the energy needed to break the ozone

molecule (O3), forming molecular oxygen (O2) and atomic oxygen (O).

2. Bimolecular Reactions

Example 13:
O + O3 — 20, (106)
Example 14:

NO;+C0O —w0QOeeeNoeoeoe(Doeoee(eee(— NO+ (CO2 (107)

Example 15:
2HI — Hy + I, (108)
3. Termolecular Reactions
Example 16:
2NO + Oy — 2NOy;v = K[NOJ?[Os] (109)
Example 17:
2NO + Cly — 2NOCI;v = k[NOJ?[Cl,] (110)
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2.7.3 Remarks
A.1) Elementary Reaction:

An elementary reaction is one that occurs in a single step, without the formation
of intermediates. The reactants transform directly into products through a single
effective collision between the involved species.

The main characteristics of an elementary reaction are:

e [t occurs in only one step;
e The chemical equation directly represents the molecular event;
e The rate law can be written directly from the equation.

Example 18: Elementary reaction

NO, +CO — NO + CO, (111)

This equation indicates that one molecule of nitrogen dioxide reacts with one
molecule of carbon monoxide, producing one molecule of nitric oxide and one of
carbon dioxide. Being elementary, this reaction occurs in a single collision between
the two molecules, and its rate law is expressed as:

v = E[NO,)[CO] (112)

For a generic elementary reaction of the type:

aA+ bB — products (113)

The rate law is given by:

v = k[A]"[B]" (114)

Where v is the reaction rate, k is the rate constant, and [A] and [B] are the
reactant concentrations. The exponents a and b are the stoichiometric coeflicients
— which is valid only for elementary reactions.

In reactions that are not elementary, the rate law exponents (orders) must be
determined experimentally, as they do not necessarily match the coefficients from
the balanced equation.

Next is an example to be used in all "reaction types” discussed later:

1A+2B % 1C+2D (115)

The rate law is given by:

v = k[A][B]? (116)

Being elementary, this reaction has the following graph:
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H (kJ)

1A + 2B
1€+ 2D

reaction coordinate

Figure 17: Energy vs. reaction coordinate for an irreversible exothermic elementary reaction

A.2) Elementary Equilibrium:

An elementary equilibrium occurs through a single reversible elementary step,
i.e., both the forward and reverse reactions happen in a single collision event
between the chemical species.

In this type of equilibrium, both the forward and reverse reactions are ele-
mentary, which means their rate laws can be written directly from the chemical
equation.

Example of an elementary equilibrium:

1A+2B::110+2D (117)
-1

As this is an elementary reaction, the forward rate is:

Vforward = k1[A] [B)? (118)
And the reverse rate is:

Ureverse = k—1[C][D]? (119)

At chemical equilibrium, the forward and reverse rates are equal:

VUtorward = Ureverse (120)
k1[Aleq[ B2, = k-1[Cleg[ DI, (121)
We can then obtain the expression for the equilibrium constant Keguitiprium:
Al..[B)?
]{Z,1 [C]EQ[D]eq
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This expression shows that, in elementary equilibria, the equilibrium constant
is given by the ratio of the rate constants of the forward and reverse reactions.

This type of equilibrium is fundamental for the study of chemical kinetics and
thermodynamics, as it directly links rate laws to equilibrium position.

Being elementary, this reaction has the following graph:

H (kJ)

1A + 2B
1C + 2D

reaction coordinate

Figure 18: Energy vs. reaction coordinate for a reversible exothermic elementary reaction

B.1) Non-elementary reaction without intermediate in the slow step

1A + 1B 2 11 + 1D(Slow) (123)
17 +1B % 10+ 1D (124)
1A 4+ 2B 2 10 4 2D(Overall Reaction) (125)
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H (kJ)

1B 4+ 1D + 11

reaction coordinate

Figure 19: Energy vs reaction coordinate graph of a non-elementary, irreversible exothermic
reaction

Energy Profile:
e Intermediate: 1B+ 1D+ 11
e Activation Energies:
E,1 = Activation energy of step 1
E,» = Activation energy of step 2

Reaction Rate:

vg = ki [A]'[B]* (126)

Therefore:
kforward = kl (127)
Ea,forward - Eal (128)

B.2) Non-elementary reaction with intermediate in the slow step
(Pre-equilibrium)
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1A+ 1B & 1D+ 11 (fast equilibrium) (129)

k_1
1 +1B 2 1C+1D (slow step) (130)
1A + 2B Mot 0y 2D(Global Reaction) (131)

The global reaction rate therefore depends on the concentration of the interme-
diate I, so:

v = ko[ B[I] (132)

Since the first step of the mechanism occurs in fast equilibrium, and accord-
ing to the recommendations of IUPAC (International Union of Pure and Applied
Chemistry), it is not appropriate to express the rate law in terms of the concen-
tration of intermediates. This is because such species are highly reactive and their
concentration cannot be directly controlled or measured experimentally.

Thus, we apply the pre-equilibrium approximation, which allows expressing the
intermediate concentration [/] in terms of the concentrations of the reactants and
products in the equilibrium step. The equilibrium constant for this step is given
by:

ko [IDLI]
i [AB] Keq (133)
Solving for [/], we get:
] = ;—1% (134)
Substituting equation (134) into (132):
= ko[B] (:—i%) (135)
Grouping the constants:
 kyko [A][B)?
V=10 (136)

Thus, the rate is directly proportional to the square of the concentration of
B, to the concentration of A, and inversely proportional to the concentration of
D. This dependence is typical of an auto-inhibition process, since the product D
appears in the denominator, meaning its presence slows the reaction rate.
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The observed rate constant ks can be expressed in terms of the elementary
rate constants and activation energies. Using the Arrhenius equation (90):
kle A1A2 Ea,fl_(Eal‘FEaQ)

— e~  RT 1
e 1 e RT (137)

kobs =

C.1) Non-elementary reaction with intermediate in the slow step
(Pre-equilibrium)

1A + 1B k’é 1 +1D (fast equilibrium) (138)
-1

k

17 +1B ké 1C+1D (slow step) (139)
—2

k'or ar

1A 4 2B =" 1C + 2D(Global Reaction) (140)
The rate law is:

Vforward = kZ[I] [B] (141)

As the intermediate must not appear in the rate law, we use the pre-equilibrium
approximation:

L][D] _ ks
= = 142
B~ )
k1 [A][B]
Il=—— 143
n=4o5 (143)
Substituting equation (143) into (141):
_ koka[A][B]?
Vforward = k?_l[D] (144)
Considering now the reverse reaction, the rate law is:
Ureverse — k—Q[C] [D] (145)

Therefore, the global equilibrium constant can be obtained by the ratio between
the forward and reverse rate constants, assuming equilibrium:

kforward kle
Kc obal — = 14
q, global ]{7 k_lk_Q ( 6)

reverse

C.2) Non-elementary reaction with intermediate (Steady-State
Hypothesis)
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Consider the mechanism:

IA+1B==11+1D (147)
IB+11%1C+1D (148)
1A+ 2B 1 ¢4 2D (149)

However, it is noticed that this mechanism does not specify which step is the
rate-determining one. Therefore, it is impossible to determine the rate law without
using an approximation called the Steady-State Hypothesis.

This approximation allows simplifying the mathematical description of com-
plex systems by assuming that the concentration of reactive intermediates remains
nearly constant over time. Due to its theoretical relevance and practical applica-
bility in chemical kinetics, the steady-state hypothesis will be discussed in more
depth in a section dedicated exclusively to it:

3 Steady-State Hypothesis

3.1 Historical Background and Context

The Steady-State Hypothesis (S.S.H.) emerged in the early 20th century, at a
time when physical chemistry was consolidating as a theoretical discipline. It was
introduced in 1913 by the German chemist Max Bodenstein, who was investigating
the photodecomposition of gases, particularly chlorine. In his studies on complex
reactions involving short-lived reactive intermediates, Bodenstein noticed that af-
ter a brief initial period, the concentration of these intermediates became nearly
constant over time. Although his original formulation was more practical than
theoretical, this observation would become one of the pillars of the kinetic analysis
of multistep reactions. Bodenstein’s proposal was initially little recognized but
eventually proved essential for understanding chain reactions, whose development
would grow exponentially in the following decades.

In the 1920s and 1930s, the hypothesis was revisited and systematized by two
researchers who took it to a new level: Russian chemist Nikolay Nikolaevich Se-
menov and British chemist Cyril Norman Hinshelwood. Working independently
on opposite sides of Europe, both applied Bodenstein’s hypothesis to the study
of highly energetic gas-phase reactions, particularly those related to combustion
and explosive processes. Semenov, a physical chemist by training, developed in the
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Soviet Union a detailed theory of branched chain reactions, in which intermediates
such as free radicals multiply during the process, leading to an accelerated reaction.
To build his mathematical models, he assumed that intermediates rapidly reach
a nearly constant concentration — the core idea of the S.S.H. In 1931, Semenov
founded the Institute of Physical Chemistry of the USSR Academy of Sciences,
where he established one of the most important schools of chemical kinetics of the
20th century.

Meanwhile, at the University of Oxford, Cyril Hinshelwood was exploring the
mechanisms of gas-phase reactions involving unstable species and successive steps.
He precisely applied the steady-state hypothesis to explain experimental data from
reactions such as the oxidation of hydrogen and the decomposition of ozone, deci-
sively contributing to the transformation of chemical kinetics into a quantitative
and mechanistic science. Hinshelwood demonstrated how, even without directly
knowing the concentrations of intermediates, it was possible to predict reaction
rates and their behavior with respect to variations in pressure, temperature, or
initial concentration of reactants. The convergence of the works of Hinshelwood
and Semenov, based on a hypothesis initially little appreciated, led to the formu-
lation of highly effective models to describe complex chemical systems.

In recognition of their pioneering and complementary contributions to the un-
derstanding of reaction mechanisms, Cyril Hinshelwood and Nikolay Semenov
jointly received the Nobel Prize in Chemistry in 1956. The award marked the
definitive recognition of the steady-state hypothesis as one of the fundamental
tools of modern chemical kinetics and established Bodenstein’s work as the start-
ing point for one of the most fruitful research lines of the 20th century. What
began as an auxiliary idea to simplify calculations became a central concept in the
description of multistep and chain reactions, influencing fields such as catalysis,
biochemistry, chemical engineering, and materials science.

3.2 Formal Definition

The hypothesis assumes that, for a reactive intermediate I in a multistep chem-
ical reaction, its concentration quickly reaches a nearly constant value:

d[I]

dt

In other words, the rate of formation of I is approximately equal to its rate of

consumption.
This hypothesis should be used when:

~ 0. (150)

1. The intermediate is highly reactive and has a very short lifetime;
2. The intermediate is formed and consumed at similar rates;

3. The reaction occurs under steady-state conditions (after the initial transient
phase);
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4. One wants to demonstrate the complex order of the reaction;

5. The slow (rate-determining) step of the reaction is unknown.

3.3 Examples

3.3.1 Example 19:

Consider a two-step reaction mechanism:

1A =11 (151)
17 218 (152)
14 Lot g (153)
The rate of change in the concentration of [ is:
d[I]
W = Vformation + ‘/consumption = kl [A] + (_k2 [I]) (154)
By the steady-state hypothesis:
d[I]
— =0 155
o (155)
Therefore:
kr[A] = ko[I] (156)
Solving for [/]:
kq[A
=M (157)
2
The rate of formation of product B is:
d[B]
— = ko|l 158
=kl (158)
Substituting [/]:
d[B]
— =k|A 159
L =l (159)
Since: a4 diB]
Vieaction = —7— = —— 160
! dt dt (160)
We have:
‘/reaction = kl [A] (161)

This equation shows that the reaction behaves as a first-order reaction with respect
to A.
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3.3.2 Example 20:

Counsider the mechanism:

1A+1B—=-1I1+1D

k_1

IB+1121C+1D

kglobal

1A+2B——1C+2D

(162)

(163)

(164)

Note 7: The overall equation is not reversible because equation (163) is not
reversible. That is, even if a mechanism has 1,000 steps and 999 are reversible, if

only one is irreversible, the overall equation will be irreversible.
Writing the rate of the global reaction:

1 —d[A]

‘/reaction = I

at 2
[X]

A

eactants

Products

Intermediate

(165)

~
~+

Figure 20: Graph of [X] (concentration in mol.L™!) vs. ¢ (time) for the reaction in Example 20

It is evident from the graph that the steady-state hypothesis is valid in this
case, since the consumption rate of the intermediate is approximately zero.

Writing the rate of formation of the intermediate:

1]

= = k[ A[B] = k[ DI[1] - ke[ B[]

(166)
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By the steady-state hypothesis:

% ~ 0 (167)
Therefore:
kr[A][B] = kA [D][I] — ko[BI[I] ~ 0 (168)
Solving for [I]:
__ k[A]B]
U~ DT+ B (169)
From equation (165), we have:
Vieaction = %% = +hk2 [B] [I] (170)

Note: The rate can be calculated using any formation/consumption term —
for A, B, C, or D. However, a quick analysis of the mechanism shows it’s easier to
use C, since it appears in only one step, while A appears in 2, Bin 3, and D in 3
steps.

Substituting (169) into (170):

Voo kiks[A][B]?
reaction k’_l[D] +l€2[B]
Note 8: If k_1[D] < ky[B]

(171)

V:reactz'on = kl [A] [B] (172)
It is important to note that this happens when the 1st step is the rate-limiting
step.

Note 9: If k‘z[B] < k_l[D]

_ kiko[A][B]?
Weaction - W (173)

This occurs when the 2nd step is the rate-limiting step.

3.4 Applications
3.4.1 Michaelis-Menten Equation

The Michaelis-Menten equation is one of the most important in biochemistry
and chemical kinetics. It describes the rate of an enzymatic reaction as a function
of the substrate concentration, and is fundamental to understanding how enzymes
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catalyze reactions and how their behavior can be quantified experimentally. De-
veloped by Leonor Michaelis and Maud Menten in 1913, the equation remains a
classic model widely used in molecular biology, pharmacology, and bioengineering.

This equation allows us to obtain essential parameters such as V., (the maxi-
mum reaction rate when the enzyme is saturated) and K, (the Michaelis constant,
which indicates the enzyme’s affinity for the substrate; lower values mean higher
affinity).

We consider the following enzymatic mechanism:

E+S::1ES (174)
ESE E+p (175)
E+SE5HE+P (176)

Where F is the free enzyme, S the substrate, FS the enzyme-substrate complex,
and P the product. The constants k1, k_1, and ko represent the rate constants of
the respective reactions.

According to the steady-state hypothesis:

d[ES
— 0 (177)

The formation rate of [ES] is given by:

Formation rate = k1 [E][S] (178)

While the decomposition rate (by dissociation and product formation) is:

Decomposition rate = (k_1 + k2)[ES] (179)
Applying the steady-state:

WIE]S) = (k-1 + k) [ES) (180)

Using enzyme conservation:
[Eo] = [E] +[ES] = [E]=[E]—[ES] (181)
Substituting into the steady-state equation:

ki([Eo] = [ES][S] = (k-1 + ko) [ES] (182)
Distributing:
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ki [Eo][S] = ki [ES][S] = (k1 + ko) [ES] (183)
Solving for [ES]:

ka[Eo][S] = [ES](k1[S] + k-1 + ko) (184)
ES =1 [S]TJ[FE/[;Hf ]+ ks (185)

We define the Michaelis constant:

k_y+ ko

K. . et S 1
michaelis ]{51 ( 86)
Thus, we obtain:
[E0][5]
ES| = ———— 187
[ES] K.+ 9] (187)
The reaction rate is:
d[P]
v i ko[ES] (188)
Substituting the expression for [ES]:
[E0][5]
= ko - 1
Defining Viax = ko[ Fo|, we get:
Vinax[S]
— _maxtml 190
K, + 15] (190)

This is the Michaelis-Menten equation. It describes how the reaction rate de-
pends on the substrate concentration. Some important interpretations of this
equation are:

- When [S] < K, the equation reduces to:

Vmax

[S] (191)

([

Indicating first-order behavior with respect to the substrate.
- When [S] = K

(192)
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Justifying the interpretation of K, as the substrate concentration for which the
rate is half of the maximum.

- When [S] > K,

UV~ Vinax (193)

Indicating enzymatic saturation: increasing substrate concentration no longer
increases the rate.

Michaelis-Menten Curve

‘ ‘ ‘ I Asymptote V.,
1 I S RN [ R S |
)
g 0.8 |- :
£
= 0.6 - 8
Q
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— 04 =
.2
£ 02| .
o'
O [ -
| | | | | |

0 1 2 3 4 5
Substrate Concentration [S] (mM)

Figure 21: Graph of the Michaelis-Menten equation showing that the curve approaches a straight
line for large values of [S].

The Michaelis-Menten equation can be understood more intuitively by compar-
ing an enzyme to a person at an all-you-can-eat buffet, such as a steakhouse. In
this analogy, the enzyme (FE) is the person eating, the substrate (S) represents
the pieces of meat served by waiters, and the reaction rate (v) corresponds to the
eating speed. When there is little meat being served ([S] < K,,), the person is
hungry and eats everything immediately — that is, the eating speed is propor-
tional to the amount of meat served. As the rate of meat delivery increases and
reaches the point where [S] = K,,, the person starts to slow down, as they are
no longer very hungry, and their eating speed is half of the maximum (Viax/2).
Finally, when too much meat is being served ([S] > K,,), the person is nearly
full and their eating speed stabilizes at V., because even with more food being
served, they cannot eat faster.
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3.4.2 Ammonia Production (Haber-Bosch Process)

A.1) Historical Context:

The Haber-Bosch process was developed by Fritz Haber in 1908 and later in-
dustrialized by Carl Bosch starting in 1910 in Germany. It emerged in a context
of shortage of natural sources of fixed nitrogen, such as Chilean saltpeter, essential
for the production of fertilizers and explosives.

The process revolutionized agriculture by enabling the large-scale production
of nitrogen fertilizers, drastically increasing global agricultural productivity.

A.2) Importance of Ammonia Production

Ammonia (NHj3) is the base of several products:

o Fertilizers, without which only one-third of the global population could be
fed (ammonium nitrate, urea)

e Explosives (TNT, nitroglycerin)
e Pharmaceutical and cleaning products
e Raw material for the chemical industry

It is estimated that over 50% of the nitrogen present in the human body today
originates from synthetic ammonia produced by this process. It is considered one
of the most important chemical processes in human history.

A.3) Global Reaction Equation

Na(g) + 3Ha(g) = 2NH3(g) AH° = —92kJ/mol (194)

The reaction is exothermic and occurs with a decrease in the number of gas
moles (4 moles of reactants — 2 moles of products), and is favored by:

e Low temperatures (equilibrium)
e High temperatures (kinetics)
e High pressures (equilibrium)

However, there is a conflict between thermodynamics and kinetics, as will
be discussed below.

A.4) Temperature Influence

No(g) + 3Ha(g) == 2NH;(g)  AH° = —92kJ/mol (195)

The global ammonia synthesis reaction is exothermic and involves a reduction
in the number of gas moles (4 moles of reactants — 2 moles of products), which
has important implications for how the system responds to temperature changes.

A.4.1) Thermodynamic View (Chemical Equilibrium):
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According to Le Chatelier’s Principle, if a system at equilibrium is disturbed,
it will tend to shift in a direction that minimizes the disturbance.
In this case, the reaction is exothermic, meaning it releases heat:

NQ + 3 Hg S 2 NH3 + heat (196)
Thus:
e Increasing temperature adds heat to the system = the equilibrium shifts to
the left (reactants), reducing ammonia yield.
e Lowering temperature removes heat = the equilibrium shifts to the right
(products), increasing ammonia production.

The dependence of the equilibrium constant on temperature is described by the
van 't Hoff equation:

dinK  AH°
dI'  RT?
Since AH® < 0 (exothermic reaction), we have:

(197)

T 1=K |

Therefore, in terms of equilibrium yield, lower temperatures are preferred.

A.4.2) Kinetic View (Reaction Rate):

Although equilibrium is favored at low temperatures, the reaction between Ny
and H, has a high activation energy barrier, mainly due to the strong triple bond
in molecular nitrogen:

N, 225 2N (g) (198)

Raising the temperature increases molecular motion, raising the fraction of
collisions with sufficient energy to overcome the activation barrier, according to
the Arrhenius equation.

Thus, increasing temperature significantly speeds up the reaction rate, allowing
the system to reach equilibrium faster.

A.4.3) Ideal Temperature:

There is, therefore, a dilemma:

e Low temperatures = favor equilibrium, but the reaction is very slow.

e High temperatures = fast reaction, but the equilibrium shifts to the reactants.

In practice, industry chooses an intermediate temperature, usually between
673 K and 723 K (400-450 °C), which offers a good balance between:

e Sufficient reaction rate (reasonable kinetics)

e Acceptable ammonia yield (still favorable equilibrium)
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This compromise is made viable by the use of metallic catalysts (iron with
promoters), which lower the activation energy, allowing the reaction to proceed
faster even at moderate temperatures.

Temperature Kinetics Equilibrium
High (T' 1) High rate (k1) | Low yield (K.q )
Low (T ) Low rate (k |) | High yield (Kcq 1)

Intermediate Compromise Compromise

Table 1: Influence of temperature on the kinetics and equilibrium of the ammonia synthesis
reaction.

A.5) Industrial Conditions

e Temperature: 400-450°C

e Pressure: 150-300 atm

e Catalyst: iron with promoters

e Conversion per cycle: 15-20%

e Unreacted gases are recycled (recirculation)

A.6) Global Impacts

e Growth of the world population supported by mass food production
e Contribution to the Green Revolution

e Energy dependency and environmental issues (COy and NO, emissions)

3.4.3 Decomposition of Ozone in the Stratosphere

The decomposition of ozone in the stratosphere is a process that protects life
on Earth from ultraviolet radiation. This decomposition involves two main steps.
The first is the photodissociation of ozone (O3) by ultraviolet light, generating
molecular oxygen (O3) and atomic oxygen (O):

Os + hv 0, + 0 (199)

The second step occurs when the atomic oxygen formed reacts with another ozone
molecule, producing more molecular oxygen:

O+ 03220, (200)

Atomic oxygen (O) is a reactive intermediate, formed and consumed rapidly. Ac-
cording to the steady-state hypothesis, we assume that the concentration of O
remains approximately constant, that is:

d[O]

— 201
2~ 0 (201)
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Thus, we can equate the rate of formation and consumption of O. If the first
reaction has a rate constant k; and the second ko, and the light is constant, we
have:

k1[O3] = ko[O][O3] (202)
Solving for [O], we obtain:
o= (209)

This allows us to substitute this concentration into the global rate equation and
predict the impact of catalysts or pollutants on the rate of ozone destruction.

3.4.4 Production of SO3

Another classic example of the application of the steady-state hypothesis is
found in the production of sulfur trioxide (SOs) in the manufacturing of sulfuric
acid via heterogeneous catalysis with vanadium(V) oxide (V205). The reaction
occurs in two steps. First, sulfur dioxide reacts with the catalyst, forming an
adsorbed intermediate complex, which we will denote as SO;™:

This intermediate is unstable and rapidly decomposes to form gaseous SOj3, re-
leasing the regenerated catalyst:

SO7* — SO4(g) (205)

Since SO;3; " is a short-lived intermediate species, we apply the steady-state hy-
pothesis to it. Thus:

d[SO57]
dt
If the first reaction has rate constant k; and the second ky, and considering the
catalyst concentration constant, we have:

~0 (206)

k1[SO)[V205] = ko[SO3™] (207)
Solving for [SO;™|:
503°] = 15031304 (208

The rate of formation of the final product SO3; depends on the decomposition of
the intermediate, thus:

v = ko [503_*] = k1[SO,][V205] (209)
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This result shows that, although the mechanism has two steps, the overall
rate can be expressed simply, thanks to the steady-state hypothesis. This type
of analysis is essential for optimizing industrial processes and reducing costs and
environmental impacts.

3.5 Validity and Limitations

The steady-state hypothesis is not universally valid. Its limitations include:

e Initial stages of the reaction: the concentration of the intermediate may
vary rapidly.

e Long-lived intermediates: the hypothesis may not hold.

e Fast reversible reactions: the pre-equilibrium approximation explained
earlier may be required.

4 Conclusion

This study aimed to comprehensively and critically understand the steady-
state hypothesis in the context of chemical kinetics, analyzing its theoretical foun-
dations, practical applications, and limitations. Based on a solid literature review,
it was possible to historically contextualize the emergence of this hypothesis and
understand its importance for the development of models that describe the dy-
namic behavior of chemical reactions, especially those that occur in multiple steps
and involve unstable intermediates.

Throughout the study, it was observed that the steady-state hypothesis is a
powerful tool for the mathematical simplification of complex reaction mechanisms.
Its main contribution lies in the ability to describe, with good approximation,
the rate of multistep reactions by assuming that the concentration of reactive
intermediates remains approximately constant during most of the process. When
applied correctly, this assumption facilitates not only the derivation of rate laws
but also the interpretation of the mechanisms involved in catalyzed, biochemical,
or environmental reactions, as analyzed in this work.

However, it became evident that the application of this hypothesis requires cau-
tion. The validity of the approximation depends on a careful analysis of the system
under study, and it is necessary to verify whether the conditions for its use—such
as the existence of a dominant slow step and the rapid formation and consumption
of intermediates—are indeed present. In situations where these assumptions do
not apply, other approaches, such as the pre-equilibrium model or the numerical
resolution of differential systems, should be considered to ensure accurate kinetic
modeling.
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This work also highlighted the educational and scientific value of the steady-
state hypothesis, especially in the academic context. By providing an accessible
way to handle complex reactions, this hypothesis helps students and researchers
develop a more structured understanding of reaction mechanisms and the logic
underlying rate laws.

It is concluded, therefore, that the study of the steady-state hypothesis not
only enriches the understanding of chemical kinetics but also provides valuable
conceptual tools for applied scientific research. It is hoped that this monograph
contributes to the formation of a solid theoretical foundation, encouraging future
investigations into the modeling of chemical reactions in different contexts and
reinforcing the importance of critical thinking in the selection and application of
scientific models.
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Resumo

O cancer compreende um conjunto de mais de cem patologias caracterizadas por alteracdes morfold-
gicas complexas. Diante desse panorama, o presente estudo tem como objetivo investigar a aplicabi-
lidade de redes neurais convolucionais (CNNs), bem como do aprendizado por transferéncia (transfer
learning), na tarefa de reconhecimento de padrdes morfolégicos em laminas histolégicas de diferen-
tes origens tumorais. Para tanto, foi desenvolvido um pipeline metodolégico que contempla desde
a normalizacdo das amostras até a implementagao de algoritmos de busca por arquiteturas de redes
neurais otimizadas para cada subtarefa. Posteriormente, os modelos foram avaliados por meio de mé-
tricas estatisticas, com énfase na comparagdo entre a ResNet50 — modelo pré-treinado — e CNN5s
de arquitetura simples. Os resultados obtidos evidenciam o potencial dessas abordagens como fer-
ramentas de apoio a analise anatomopatoldgica, com destaque para sua aplicabilidade no suporte ao

diagnéstico clinico e na redugdo da subjetividade inerente a avaliacdo manual.
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1 Introducao

O cancer permanece situado entre as patologias humanas mais letais e frequentes do globo, tendo,
apenas no ano de 2022, uma incidéncia global de aproximadamente 20 milhdes de casos [Interna-
tional Agency for Research on Cancer, 2022]. Essa condi¢ao abriga um conjunto de mais de 100
doencas com caracteristicas em comum e sua complexidade se manifesta pelo descontrole do ciclo
natural de divisdo celular do organismo, provocando a replicacdo celular em ritmo desenfreado sem a
necessidade de sinais bioquimicos para a continuagao do processo mitético. Esse desequilibrio pode
resultar na formacao de tumores, pedacos de acimulo de tecido que podem ser benignos ou malignos
dependendo da sua capacidade de invasdo tecidual (metdstase).

Para avaliar o grau de dissemina¢do de um tumor, é seguido um protocolo de estadiamento es-
tabelecido pela Unido Internacional para o Controle do Cancer (UICC), designado como TNM, que
avalia as caracteristicas do tumor primdrio (T), as caracteristicas dos linfonodos circundantes (N) e,
por fim, a metéstase a distancia (M).

Uma forma de estadiamento € o patologico, baseado em fragmentos teciduais retirados por cirur-
gia em um paciente que, a partir de estruturas microscépicas, podem fornecer informagdes uteis sobre
o tipo especifico do cancer, grau de diferenciacdo celular e invasdo de tecidos linfaticos e vascula-
res. A obtencdo desse fragmento, a 1amina histoldgica, é realizada através de uma metodologia de
coleta da amostra, ressec¢do em pedagcos menores, fixagdo em uma solugdo que preserve estruturas
celulares — como o formol 10% —, inclusdo do tecido em parafina para prote¢do e suporte, corte
em fatias finas, coloracio e, por fim, preparo da lamina histolégica e observacdo com microscépio. E
possivel, também, escanear e digitalizar esses fragmentos teciduais para a andlise anatomopatolégica
computacional através de scanners de alta magnificagao.

No de histopatologia digital, torna-se necessdria a utilizacdo de recursos estatisticos para testes
de hipéteses, obtengdo de métricas de veracidade de uma suposicdo e extracido de informagdes con-
tidas nas imagens como intensidades de cor, textura e distribui¢do espacial do meio celular de modo
eficiente e rigoroso.

A luz desse contexto, com base em anotacdes manualmente realizadas por patologistas, € possi-
vel treinar modelos de Aprendizado de Mdaquina Supervisados, que, com base nessas observacoes,
buscam compreender padrdoes morfoldgicas que relacionam imagens com o seu rétulo previamente

anotado para que assim o modelo adquira a capacidade de classificar ou prover uma resposta quanti-



tativa em amostras desconhecidas com um respectivo grau de confianca.

Esse advento tecnoldgico € de suma importancia para a redugdo da variabilidade prognostica de-
corrente da subjetividade e inconsisténcia da andlise manual humana além de acelerar a velocidade de
diagndsticos. Por se tratar de uma visdo computacional, ele também € capaz de detectar caracteristi-
cas intrinsecas e sutis da morfologia celular que sdo, muitas vezes, invisiveis ao olho humano, assim
permitindo novas descobertas e discernimentos no ambito da biomedicina. Por fim, essa aplica¢dao

pode também servir como suporte para decisdes clinicas de um patologista.



2  Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Atualmente, observa-se um aumento significativo de dados coletados em diferentes sistemas e pro-
cessos cotidianos e, consequentemente, o volume de dados disponiveis acompanha tal crescimento.
Desta maneira, a ci€éncia de dados destaca-se como um conjunto de ferramentas estatisticas e com-
putacionais que nos permite analisar grandes volumes de dados e extrair destas bases informagdes
essenciais para a tomada de decisdo baseada em evidéncia.

O objetivo central deste trabalho é compreender o processo de aquisicdo de imagens médicas e
processd-las empregando redes neurais convolucionais. Para esta fase analitica, serdo empregadas
técnicas que permitirdo contrastar a performance de diferentes arquiteturas. Por fim, deseja-se obter
um modelo de capacidade preditiva otimizada. Este modelo otimizado empregard padrées morfol6-
gicos identificados nestas imagens para predizer tipos e estdgios de tumores, podendo se tornar um
acessorio que utiliza-se da evidéncia acumulada em um histérico de casos para realizar uma tomada

de decisdo clinica.

2.2 Objetivos Secundarios

* Desenvolver conhecimento técnico-cientifico sobre pré-processamento de imagens médicas.

» Aprender estratégias cientificamente validadas para a constru¢do de modelos estatisticos otimi-

zados para predicao.

» Aprender e executar o ciclo de projeto de ciéncia de dados.



3 Metodologia

3.1 Aquisicao de Dados

A histologia compreende o estudo microscopico de tecidos de organismos animais e vegetais,
visando compreender a sua morfologia e as suas funcdes. Para a realiza¢do destas andlises, € neces-
sdrio seguir um protocolo de seccionamento, coloragdo e inspe¢do desses fragmentos. As imagens
resultantes sdo, entdo, utilizadas em andlises posteriores. Considerando as dimensdes das imagens, €
comum que elas sejam recortadas em imagens menores (patches), permitindo um processamento de
dados mais eficiente

Para este estudo, utilizamos trés conjuntos de imagens histoldgicas. Eles compreendem tecidos

de quatro 6rgdos e, para cada uma dessas bases, hd um interesse diferente para modelagem estatistica.

1. LC25000: Conjunto com 1.350 slides, contendo 750 laminas de tecido pulmonar e 500 laminas
de tecido coldnico. Estas laminas dividem-se em subtipos benignos e tumorais, respectivamente

500 e 750. As amostras em questao foram coletadas no Hospital James A. Haley Veterans’.

Borkowski et al. [2019] descrevem esta base de dados como sendo a fonte de um total de 25.000
patches de 5 entidades histoldgicas diferentes, tendo tamanho 768 x 768 px e 5.000 patches
em cada uma das categorias a seguir e apresentadas na Figura 1: Adenocarcinoma do c6lon
(colon_aca) (Figura 1a), Tecido coldnico benigno (colon_n) (Figura 1b), Adenocarcinoma pul-
monar (lung_aca) (Figura 1c), Carcinoma de células escamosas do pulmao (lung_ssc) (Figura

1d) e Tecido pulmonar benigno (lung_n) (Figura le).

Para este conjunto foram exploradas trés tipos de classificagcdo distintas. Uma classificacdo com
diferenciagdo de trés tipos de tecido de origem epitelial do pulmao, sendo dois cancerigenos e
um benigno (lung_ssc, lung_aca e lung_n), outra com diferenciacdo de dois tecidos de origem
epitelial do cdlon, sendo um cangerigeno e outro benigno (colon_aca e colon_n) e, por fim, uma
classificagdo com os cinco tecidos, explorando a aptidao de diferenciar dominios histolégicos

diferentes, nesse caso cdlon e pulmao (lung_ssc, lung_aca, lung_n, colon_aca e colon_n).

Borkowski et al. [2019] utilizaram a técnica de “aumento de dados” implementada na biblio-
teca Augmentor disponibilizada para Python. Neste processo, de maneira aleatéria, as imagens
originais foram rotacionadas aleatoriamente em até 25 graus e espelhadas horizontal e vertical-

mente. Ao fim do processo, obteve-se um total de 5.000 imagens por classe.
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Figura 1: O conjunto de dados LC2500 divide-se em um total de cinco classes, apresentadas acima.

2. Cancer Gastrico: Este ¢ um conjunto de dados obtido a partir de imagens de 300 slides de
também 300 pacientes de cancer gastrico. Cada uma destas imagens foi divida em patches de
224 x 224 px. De acordo com Lou et al. [2025], um total de 31.000 patches foi gerado. Cada
patch foi classificado em 8 microambientes tumorais a saber, apresentados na Figura 2: tecido
adiposo (ADI) (Figura 2a), detritos celulares (DEB) (Figura 2b), muco (MUC) (Figura 2c¢),
tecido muscular (MUS) (Figura 2d), tecido linféide (LYM) (Figura 2e), tecido estromal (STR)

(Figura 2f), mucosa normal (NOR) (Figura 2g) e tecido de epitélio tumoral (TUM) (Figura 2h).

Neste conjunto de dados, foi realizada a tarefa de classificacdo envolvendo as oito classes dis-
poniveis, avaliando a capacidade do modelo preditivo de discernimento entre diferentes micro-

ambientes tumorais (TME'y), visto que possuem acentuada heterogeneidade.

(h) TUM

Figura 2: O conjunto de dados Cancer Géstrico disponibiliza 31.000 patches classificados em oito
grupos, conforme apresentado acima.



3. Carcinoma Seroso de Alto Grau (HGSOC): Este conjunto de dados abriga ldminas tumorais
de carcinoma seroso de alto grau fornecidas pelo Instituto Nacional do Cancer. Ele representa
amostras de 194 pacientes, em um delineamento experimental no qual cada paciente é repre-
sentada minimamente por duas imagens, podendo chegar até quatro imagens por paciente. As
amostras foram classificadas em uma de quatro categorias de estagiamento tumoral, represen-
tadas na Figura 3: 1 (13 pacientes) (Figura 3a), II (16 pacientes) (Figura 3b), III (127 pacientes)
(Figura 3c) e IV (38 pacientes) (Figura 3d). As imagens originais possuem dimensao média
de 5.500 x 5.500 px e foram particionadas em um total de 10.541 patches com dimensdes 512
x 512 px. Este conjunto de dados foi explorado por meio de uma tarefa de classificacdo dos

quatro estagios do Carcinoma Seroso de Alto Grau.
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Figura 3: As amostras do conjunto de dados HGSOC sao divididas em quatro estdgios, conforme
apresentado acima.

3.2 Pré-Processamento
3.2.1 Normalizacao

Considerando a natureza dos dados utilizados neste trabalho (imagens histolégicas), decidiu-se
pelo emprego sistematico de normalizacdo de imagens. Este procedimento visa padronizar os dados
de forma a melhorar o desempenho e a convergéncia do modelo em questdo. Este procedimento
também reduz a sensibilidade do modelo a variacdes que ndo sdo relevantes para a classificagdo,
aumentando a precisdo do mesmo.

Uma técnica de normalizacdo bem consolidada € descrita por Macenko et al. [2009]. Nela, a nor-
malizacdo de 1aminas coradas por H&E (hematoxilina e eosina) ocorre pela conversdo dos pixeis de
intensidade / de uma imagem RGB (normalizada para uma escala 0 a 1) em seus respectivos valores

de densidade 6ptica (DO), conforme descreve a Equacdo 1. A densidade Optica permite a avaliacdo
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da quantidade de luz que cada corante absorve, facilitando a separacdo dos corantes (hematoxilina e
eosina) para andlises posteriores. Adicionalmente, pixeis de baixa densidade Optica, ou seja, abaixo

do limiar 3, sdo removidos para que a auséncia de cor ndo afete o cdlculo das etapas subsequentes.

DO = —log;,(1) (1

Esta transformacdo permite a separacdo das cores da imagem de modo linear. Em seguida, sdo
localizados os pixeis com as cores azul-pirpura e vermelho-rosado mais puras, isto €, sem a influéncia
de cores paralelas, para representar a paleta de cores representativa da imagem. Com base nessa
paleta, o proximo passo do algoritmo € apurar a propor¢cao de hematoxilina e eosina utilizada para
obter a cor de cada pixel. Formam-se, entdo, duas novas imagens com base na original: uma apenas
com as concentracdes de hematoxilina e outra apenas com as concentracdes de eosina. Essas duas
imagens servirdo de base para a repintura da lamina original, indicando a concentracdo de cores
estimada para cada pixel e, também, qual conjunto de cores utilizar. Neste ponto, temos uma imagem

com cor e intensidade normalizada.

3.2.2 Aumento de Dados e Filtros

Slides histolégicos sdo imagens de alta resolugdo e, por isso, o processamento pode requerer
grandes recursos computacionais. Uma estratégia para mitigar este alto uso de recursos consiste
em dividir a imagem completas em multiplas imagens menores, denominadas patches. Ao criar os
patches, existe a oportunidade de remover aquelas secdes que ndo sao informativas para o problema
em questdo. Por exemplo, uma regido da imagem que ndo tenha tecido pode ser removida, reduzindo
ainda mais o custo computacional. O pseudo-cédigo apresentado no Algoritmo 1 descreve a solucao

implementada.



Algoritmo 1: Formagao e filtragem de patches

Input: Imagem, dimensdes (z, y) do patch desejado tamanho
Output: Conjunto de patches
1 Iterativamente recortar a imagem em patches bidimensionais com dimensoes (z, y) e reiterar
0s passos a seguir para cada patch p;
2 Criar uma cépia de p (p’) na escala de cinzas;
3 Binarizar p’ com base em um limiar 6 para pretos e brancos;
4 Contar o ntimero de pixeis brancos (n;) em p/;
5 Calcular total de pixels na imagem (n;);
6 Calcular razdo n,/n, Se razdo for maior que a porcentagem pixeis brancos aceita, pular para
0 proximo p;

7 Salvar p

3.2.3 Conjuntos de Dados de Teste e Validacao

E essencial que, antes de treinar a rede neural com um conjunto de dados, haja a separagio entre
um conjunto de treino e um conjunto de validagdo. O conjunto de treino consiste das observacdes
que serdo utilizadas para a determinagdo dos parametros do modelo (no caso de redes neurais, pesos
e vieses). O conjunto de validacdo é um outro conjunto de dados, que ndo deve ter sobreposicao
com o conjunto de treino, que serd utilizado para avaliar o desempenho do modelo recém-ajustado.
Esta validagdao em um conjunto de dados independente daquele empregado para ajustar o modelo é
essencial para estimarmos a capacidade preditiva do modelo em um conjunto de dados “nunca visto”
pelo modelo e, portanto, verificarmos a capacidade de generalizagdo do modelo.

Estas medidas s@o importantes para que seja possivel encontrar um balango entre underfitting e
overfitting. Em situagdes de underfitting, o modelo ndo consegue predizer a resposta de interesse. No
caso de overfitting, o modelo prediz com grande acuricia a resposta de interesse, mas esta perfor-
mance de exceléncia acontece apenas no conjunto de dados de treino.

Desta forma, para cada conjunto de dados descritos na Se¢do 3.1, optou-se por selecionar ale-
atoriamente 80% da base como conjunto de dados de treino. Assim, os 20% remanescentes foram

alocados para o conjunto de dados de validagdo.



3.3 Analise Exploratéria de Dados

Nesta Secdo, serdo apresentadas algumas estatisticas sumdrias para cada um dos conjuntos de

dados. Com estas informagdes, buscaremos compreender a priori caracteristicas que potencialmente

possam afetar o ajuste dos modelos de interesse. Adicionalmente, esta andlise exploratdria poderd

revelar amostras que devam ser removidas da andlise, por exemplo, por baixa qualidade da imagem.

3.3.1 LC2500

Este conjunto de dados, conforme apresenta a Tabela 1, € perfeitamente balanceado, apresentando

5.000 observagdes por classe. Essa caracteristica é de grande importancia para o ajuste de modelos

preditivos, pois ndo ha tendéncia a priori de classificagdo e, sob a hipotese de que existam diferengas

morfoldgicas entre cada uma das classes, os pardmetros do modelos serdo ajustados para identificar

tais padrdes.

lung_scc

lung_aca

lung_n | colon_aca | colon_n

n

5000

5000

5000 5000 5000

Tabela 1: Quantidade de observacdes por classe do conjunto LC25000

(a) Patch nao normalizado

(b) Patch normalizado
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Figura 4: Um patch de uma amostra lung_ssc do conjunto de dados LC2500 antes e depois da norma-
lizacdo. As imagens 4c e 4d mostram o impacto da normalizacdo na densidade de pixeis da imagem.



(a) Patch nao normalizado (b) Patch normalizado
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Figura 5: Normalizacdo do patch original e normaliza¢do do patch normalizado, com seus respectivos
histogramas RGB - lung_ssc LC2500
3.3.2 Cancer Gastrico

Este conjunto de dados também apresenta um balanceamento perfeito entre as classes. Como

representado na Tabela 2, cada uma das classes apresenta 3.887 imagens.

ADI | DEB | LYM | MUC | MUS | NOR | STR | TUM
n | 3887 | 3887 | 3887 | 3887 | 3887 | 3887 | 3887 | 3887

Tabela 2: Quantidade de observacdes por classe do conjunto de Cancer Géstrico
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(a) Patch nao normalizado (b) Patch normalizado
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Figura 6: Um patch de uma amostra de classe MUC do conjunto de dados de Cancer Géstrico antes
e depois da normaliza¢do. As imagens 6¢ e 6d mostram o impacto da normaliza¢do na densidade de
pixeis da imagem.

3.3.3 Carcinoma Seroso de Alto Grau (HGSOC)

A Tabela 3 apresenta as frequéncias de observagdes para cada uma das classes de estdgio tumoral.
Nota-se uma grande diferenca na contagem de observagdes. Essa heterogeneidade se da pelo fato que
o HGSOC ser uma doenca de diagnostico tardio, dessa maneira a grande maioria dos diagndsticos
acontecem em Estégios III e IV, de forma que aproximadamente 13% dos casos sdo diagnosticados

nos Estdgios I e II [Narod, 2016].

I |II| III | IV
n| 32|38 |300 |77

Tabela 3: Quantidade de observacgdes por classe do conjunto de HGSOC

Outra particularidade desse conjunto foi a significante presenga de outliers, estes descartados
manualmente. Conforme a Figura 7a, € possivel visualizar amostras descartadas em comparagdao com

uma preservada.
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(a) Descartadas (b) Preservada

Figura 7: Comparagdo entre amostras descartadas e preservadas no conjunto. As amostras marca-
das como descartadas mostram danos claros ao tecido, mas também incluem imagens que possuem
artefatos que afetam a qualidade da imagem. As amostras marcadas como preservadas sdo imagens
correspondentes a tecidos integros.

(a) Patch nao normalizado (b) Patch normalizado
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Figura 8: Um patch de uma amostra de estigio I do conjunto de dados do HGSOC antes e depois da
normaliza¢do. As imagens 8c e 8d mostram o impacto da normalizacdo na densidade de pixeis da

imagem.
3.4 Modelagem Preditiva

3.4.1 Aprendizado de Maquina Supervisionado

O Aprendizado de Maquina é um ramo da inteligéncia artificial que consiste na criagdo de mo-

delos capazes de aprender relacdes entre dados fornecidos e, consequentemente, realizar tarefas sem
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programacao prévia. Estes tratam-se de modelos analiticos que sdo capazes de se adaptarem de forma
independente quando expostos a dados desconhecidos. Um subconjunto do Aprendizado de Maquina
¢ o Aprendizado Profundo, no qual redes neurais com, pelo menos, trés camadas sdao empregadas para
a identificacao de padrdes e predi¢do de respostas de interesse.

No Aprendizado de Mdquina Supervisionado, apresenta-se ao modelo um conjunto de observa-
¢Oes. Para cada observacdo, o modelo tem acesso a um conjunto de varidveis preditoras, também
conhecidas como features e também a uma varidvel resposta. As varidveis preditoras descrevem
caracteristicas da respectiva observacao e, com elas, o modelo busca identificar associacdes com a
varidvel resposta de interesse. A varidvel resposta pode ser uma medida quantitativa (como, por
exemplo, peso, estatura, temperatura, etc.) ou uma varidvel qualitativa (como, por exemplo, status
com respeito a uma doenca, estdgio de um certo cancer, tipo de resposta a um certo tratamento, etc.).
No caso de respostas quantitativas, dizemos tratar-se de um problema de regressao; j4, para respostas
qualitativas, denominamos como um problema de classificacao.

Considerando os conjuntos de dados descritos na Se¢do 3.1, trataremos de problemas de classifi-
cacdo. Neste cendrio, € importante observar a existéncia de uma grande gama de modelos estatisticos
que podem ser utilizados no Aprendizado de Méquina para Problemas de Classificacdo. Podemos
destacar modelos de regressao logistica e multinomial, florestas aleatdrias, support vector machines e
redes neurais. Neste trabalho, empregaremos redes neurais especializadas em imagens, que buscarao

padrdes morfoldgicos capazes de predizer a classificagdo das amostras disponiveis.

3.4.2 Redes Neurais Artificiais

O cérebro humano € um 6rgao de complexidade notdvel, resultado de uma evolugdo da ordem
de milhdes de anos, que visa garantir as melhores chances de sobrevivéncia do organismo diante
da natureza. Ao longo desse periodo, a neuroplasticidade possibilitou a formacao de novas ligacdes
entre neurdnios e o fortalecimento de conexdes sindpticas especificas com base em experiéncias e seus
resultados. O neurdnio, representado na Figura 9, € a unidade elementar desse sistema e responsavel
por receber impulsos nervosos, processa-los e conduzir para uma tomada de decisao.

Essa estrutura serviu como inspiragdo para a criacao das redes neurais artificiais, aqui denomina-
das simplesmente por redes neurais. Em resumo, elas tomam sinais de entrada, aplicam transforma-

¢Oes matemadticas e retornam resultados de saida que sdo, posteriormente, empregados em andlises ou
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Figura 9: Estrutura de um neurdnio. Ilustragcdo: Designua / Shutterstock.com [adaptado]

interpretados em tomada de decis@o. A Figura 10 a seguir apresenta a unidade basica de uma rede
neural, andloga ao mecanismo bioldgico citado, também conhecida como rede de camada dnica ou

Perceptron Rosenblatt.

Funcdo de Ativacdo Saida / Ax6nio

o (3,31 - w) f——(v)

Figura 10: Unidade basica de uma rede neural com cinco entradas.

Nos nés de entrada, como demonstra a Figura 10, dados a serem analisados sdo inseridos, mul-
tiplicados por seus respectivos pesos e transferidos para a fun¢do de ativacdo como resultado do
produto interno entre ambos os vetores (z € w). Como se trata de um cendrio de aprendizado de
maquina supervisionado, i.e. sabemos a priori qual resultado o modelo deve obter, procede-se entdo
para a comparacdo do resultado obtido na saida da fun¢do de ativacdo com este resultado verdadeiro.
Desta maneira, € possivel determinar os pesos w; iterativamente, de forma a aproximar-se 0 maximo

possivel do resultado verdadeiro.
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As redes neurais podem, também, possuir camadas adicionais, entre a camada de entrada e a saida.
A Figura 11 apresenta esta configuracdo. Essas camadas adicionais sdo chamadas de camadas ocultas
e sd@o empregadas na identificacio de padrdes mais complexos do que aqueles detectados por redes de
camada simples.

A identificacdo de padrdes mais complexos em camadas ocultas advém de uma combinagao de
fatores: a) a capacidade destas camadas detectarem padrdes ndo lineares e; b) as camadas ocultas
atuarem sequencialmente, permitindo que padrdes cada vez mais complexos sejam detectados. Um
modo claro de visualizacdo é no emprego de Redes Neurais Convolucionais, que serdo abordadas
posteriormente, que no reconhecimento de imagens, as camadas ocultas quebram o contexto geral
em menores elementos de compreensdo. As primeiras camadas podem identificar elementos mais
simples, como bordas e texturas. A medida que a rede torna-se mais profunda, as camadas ocultas
passam a detectar padrdes mais complexos, como formas, cantos e até formatos de objetos em certos

Casos.

1? camada oculta 2% camada oculta

T

xs3

Figura 11: Rede Neural com 2 camadas oculta. Diagrama de autoria prépria.

Os neur6nios das camadas ocultas, da mesma forma que a camada de saida, t€m em sua constitui-
¢ao fungdes de ativacdo. Estas fungdes sdo responsaveis por determinar o quao intensamente esse no

¢ ativado baseado no produto interno das medidas em questdo e seus respectivos pesos. As funcdes
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de ativacdo também desempenham um importante papel na deteccao de padrdes ndo-lineares que po-
dem existir no conjunto de dados em questdao. A Figura 12 apresenta um exemplo de fun¢do linear,
representada por uma reta de inclinagdo 2, e outro exemplo de fun¢do nao-linear, um polindmio de
segundo grau.

A exigéncia de detectar padrdes ndo-lineares provém do fato que regides de discriminagdo entre
grupos nem sempre sdo delimitadas por retas. Esta situacdo pode ser visualizada na Figura 13c. Um
cendrio embasado na vida real que exemplifica isso € a classificacdo de zonas de siléncio e zonas de
show com base nas varidveis: distancia e altura do som. E notério que nem toda regido com um som
acima de 80 dB corresponde a uma drea de show, como nem todo local mais distante que 200 metros é

uma zona de siléncio. Assim, esse caso ndo € separdvel por uma reta e requer uma relacao nao-linear.

10 5

—— Funcdo linear: y = 2x + 1
-- - Fungo ndo-linear: y = 22

Figura 12: Comparagdo entre fungdo linear e nao-linear

Desta maneira, € possivel identificar que diferentes cendrios sdo provaveis de acontecer. Numa
primeira situacdo, € claramente possivel empregar uma fun¢do linear para tragar uma fronteira de
decisdo entre dois grupos, como apresenta a Figura 13a. Em muitas ocasides, a situagdo mais comum
€ que a fronteira de decis@o ndo separa perfeitamente os grupos em questao, podendo ocorrer alguns
erros de classificagdo quando utilizando a fronteira de decisdo como pardmetro para a escolha entre
0s grupos, como mostra a Figura 13b.

Assim, a medida que a complexidade da relacdo entre dados aumenta, torna-se mais dificil a tarefa
de identificar uma fronteira de decisdo entre grupos. Empregar uma func¢do linear, nos moldes do que
apresentam as Figuras 12, 13a e 13b, deixa de ser uma opg¢ao. Para melhor atender a esta situacao,

torna-se necessario o uso de relagdes nao lineares, como a apresentada na Figura 13c.

Funcoes de ativacao
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(a) Separacdo de dois grupos em (b) Separagdo de dois grupos em u- (c) Situacdo em que a discrimina-
um caso no qual uma reta permite ma situacdo em que algumas obser- ¢do de dois grupos depende de uma
a separacdo perfeita entre ambos os vagdes podem ser incorretamente relacdo ndo-linear das varidveis dis-
grupos. classificadas. poniveis.

Figura 13: A discriminagdo de grupos pode ocorrer em diferentes cendrios. Em algumas situacoes,
¢é possivel que os grupos sejam separados sem dificuldades com uma reta, como apresenta a Figura
13a. Em outros cendrios, que sao mais comuns, € possivel discriminar corretamente a maioria das ob-
servagdes, mas aquelas mais proximas da barreira de separacio dos grupos podem ser incorretamente
classificadas, como indica a Figura 13b. Ainda existem ocasidoes em que a fronteira de separacdo dos
grupos € ndo-linear, como mostra a Figura 13c, que também podem incluir dificuldade na classifica-
¢do das observagdes proximas a fronteira.

As fungdes de ativagdo sdo estratégias matematicas empregadas nas saidas de cada neurdnio de
redes neurais para permitir que elas identifiquem padrdes ndo lineares. Uma rede neural, por mais
complexa que seja, sem funcdes de ativagdo € apenas uma funcdo linear, que terd aplicacOes bastante
limitadas por ndo conseguir aprender padroes complexos habitualmente encontrados em problemas
atuais. Considerando que, em cada nd, as saidas da camada imediatamente anterior sdo combinadas
com o0s respectivos pesos de conexao e viés por meio do produto interno, temos que a representacdo

pré-ativacdo € dada pela Equacao 2, apresentada abaixo:

= b+2xjwj (2)
=1
= < (1,z1,29,...,2,), (bywy,wa, ..., wy,) > . 3)

Desse modo, em cada nd, aplica-se uma fungdo de ativagdo f(-) no resultado apresentado pela
Equacio 2, ou seja, determina-se f (b + Z;;l xjwj>. Assim, a rede neural torna-se capaz de iden-
tificar padrdes ndo lineares. Faz-se aqui um destaque para a representacdo dada pela Equacgdo 3,

que gerard o mesmo resultado numérico, mas serd ordens de magnitude mais rdpida em operacdes

17



computacionais por conta de suas extensdes naturais em forma matricial.

Diferentes funcdes de ativagdo suprem demandas especificas de determinadas aplicagdes. Quando
uma arquitetura de rede neural € estabelecida, para cada camada fixa-se uma fungdo de ativacdo, a
qual é reiterada em todos os neurdnios. A Figura 14 apresenta func¢des de ativagcdo e suas respectivas
fungdes gradiente (derivadas) frequentemente utilizadas em redes neurais. As fungdes gradiente sao
essenciais para o processo de determinacdo dos pesos e vieses de uma rede neural, pois indicam a
direcdo em que o processo de otimizagdo deve seguir até que seja atingido o ponto 6timo da funcao
perda.

Ainda com base na Figura 14, observam-se trés funcdes de ativagdo comumente utilizadas. A
ReLU € ideal para casos em que se busca esparsidade, isto €, dispersdo na quantidade de ativacdes dos
neuronios, dado que retorna o maximo entre 0 e o valor de entrada, efetivamente desabilitando os nés
com valores abaixo de zero. A funcdo sigmoide se encaixa em contextos nos quais € necessdria uma
interpretacdo probabilistica (como em camadas de saida de modelos de classifica¢do), pois retorna um
numero real entre O e 1, representando a probabilidade de ocorréncia de um evento de interesse. Ja
a softmax € uma funcdo semelhante a sigmoide, utilizada em casos de classificagcdo multiclasse, pois
retorna um vetor de probabilidades que somam 1. A tangente hiperbdlica lida eficientemente com
valores negativos pois ela retorna um intervalo de -1 até 1. Adicionalmente, esta funcdo € centrada em
zero, preservando a simetria sobre o eixo das ordenadas e contribuindo para o melhor balanceamento
dos pesos.

Outro parametro importante nas redes neurais sio os vieses (bias), valores que sdo adicionados a
soma dos pesos multiplicados por valores da entrada. Partindo de uma analogia simples, uma funcao
linear, temos:

y=W . x+0, 4)

sendo y o vetor de saida, ¥ denota a matriz de pesos (coeficiente angular), de dimensdo dependente
da quantidade de liga¢des de nds de uma camada com a sua sucessora, sendo cada elemento o peso
da conexdo do j-€simo né de uma camada L com o ¢-€simo n6 da camada seguinte L + 1 (W};),
¢é o vetor de entradas e b € o vetor de deslocamento do viés (intercepto). Se uma funcdo ndo tem o
termo b explicitamente apresentado, entdo b = 0 e ela passard pela origem cartesiana (0,0) em todos
os cendrios. A depender da natureza do problema, esta pode ser uma caracteristica desejada. Cada

neurdnio, quando se utiliza o viés, incorpora esse valor ao produto interno calculado entre a entrada
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Figura 14: Diferentes fungdes de ativacao e seus respectivos gradientes. Fonte: Deep Learning with
PyTorch Step-by-Step, Daniel Voigt Godoy

da camada anterior e o vetor de pesos.

Determinacao dos Pesos

Os pesos sao fatores numéricos que determinam a intensidade de conexdes entre camadas sucessi-
vas, por meio do produto de seu valor com o valor do n6 de origem, conforme apresentam as Figuras
10 e 11. Para que eles sejam determinados, utiliza-se o método da retropropagacdo, que é um algo-
ritmo essencial para o ajuste de redes neurais e consiste de dois passos essenciais: a propagagao da
entrada e a retropropagacdo do erro.

Inicialmente, os dados de entrada alimentam a rede neural e cada neurénio aplica o produto interno
da entrada com os pesos designados e repassa esta combinacao linear a fungdo de ativagdo. Este
processo ocorre em camadas e assim segue até que se chegue na camada de saida. Na saida, utiliza-se
a funcdo perda para se determinar o tamanho do erro obtido com aquele conjunto de pesos. Desta
maneira, a rede pode avaliar a sua propria performance.

Na fase da retropropagacao, o erro € enviado de volta pela rede, passando pelas camadas interme-
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didrias, até chegar a camada de entrada. Este processo ¢ fundamentado na regra da cadeia (conceito
de Célculo Diferencial), que permite o cdlculo do gradiente da funcao perda com respeito aos pesos
da rede neural. Com o gradiente calculado, é possivel ajustar os pesos de forma a minimizar o erro.
O algoritmo Gradient Descent € habitualmente empregado nesta fase para determinar o tamanho do

ajuste dos pesos e a dire¢ao deste ajuste.

wl oIV pD ng=VE/ungao de custo
= Viés
~N LS a = Valor do neurdnio apés funcdo de ativagao
~(L) L = Camada
l w = Peso
) 11 = Resultado Real

Y 2 = Soma do produto entre pesos e valores de

\ l entrada e viés

Co

Figura 15: Fluxo de dados em uma rede neural: da camada anterior ao cédlculo do custo. Adaptado
do video “Backpropagation calculus | Deep Learning Chapter 4”, 3BluelBrown (Youtube, Acesso
22/06/2025).

Visto isso, € essencial abordar o conceito de derivada e como ela se relaciona com o esquema

proposto. Esta ferramenta matemadtica, denotada por f’(z) ou 4 calcula a taxa de variagdo de uma

dx’
fun¢do em intervalos infinitesimais tendendo a zero. Assim, como mostra a Figura 15, na qual hd a
interligacdo de uma sequéncia de fungdes que variam infinitesimalmente a medida que se propagam

no fluxo da rede neural, a regra da cadeia fornece a base para o cédlculo de derivadas de fungdes

compostas, representada em sua lei geral a seguir.

(fog)(z) = f'(9(x)) ¢ () (5)
Desse modo, a regra da cadeia (5) se aplica a Figura 15 da seguinte forma.

aC, 98- aab  ac,
ow®D — ow® 920 §a@)

(6)

O mesmo se d4 em relagdo ao viés.

800 8a(L) 800

L) — 920 9a@ (7

E importante frisar que a variagdo da fungdo de custo para a atualizacio de todos os pesos é igual
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a um vetor que representa a variacdo do custo para cada um dos pesos na rede neural.

Os gradientes sdo ferramentas matematicas que indicam a dire¢do de um deslocamento vetorial
para o aumento mais rdpido de uma grandeza. No caso da retropropagagdo, temos um gradiente
negativo com n dimensdes (fungdes de custo obtidas), que aponta para que dire¢do a funcdo de custo
desvanece mais rapidamente, assim chegando em um minimo, que pode ser local ou global, visto que

gradientes podem apresentar multiplos picos e vales no espacgo tridimensional.

Punto de silla

— o Minimo Glabal
Minimao Local e

Figura 16: O processo de otimizacdo deve encontrar um ponto 6timo na funcdo a ser otimizada.
Ao se tratar de fungdes de perda, este ponto € costumeiramente o minimo global. Entretanto, o
algoritmo utilizado nesta busca deve ser capaz de contornar situacdes em que o minimo local possa
ser erroneamente visto como ponto 6timo. Fonte: https://numerentur.org (Acesso 23/06/2025).

Assim, para minimizar a discrepancia entre as predi¢des, € acrescentada ou descontada pequenos
valores de mudanga com base na variacdo da fun¢do de custo com respeito aos pesos, controlados
pelo termo «, que regula o qudo distantes sdo esses “passos”, permitindo uma gradual convergéncia

em um ponto de erro minimo.
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Por fim, para lidar com o desbalanceamento de classes, utilizamos a funcdo compute_class_weight,
da biblioteca scikit-learn, que calcula os pesos de cada classe com base na respectiva quantidade de
observacdes disponiveis. Desse modo, erros em classes minoritarias sdo penalizados com intensidade
inversamente proporcional a sua frequéncia no conjunto de dados, diminuindo vieses classificatorios

decorrentes desse desequilibrio.

3.4.3 Redes Convolucionais (CNNs)

No caso da aplicac@o de redes neurais para o reconhecimento de imagens, sdo usadas as redes
neurais convolucionais que, inspiradas no mecanismo do cértex frontal de animais, se otimizam com
a finalidade de abstrair caracteristicas de imagens. A convolucdo — operacao algébrica que denota
a sobreposi¢do de duas funcdes —, no contexto das redes neurais, trata-se do deslizamento iterativo
de uma matriz bidimensional (kernel) ao longo de uma imagem tridimensional (largura, altura, ca-
nais), no qual é calculado o produto escalar da sobreposi¢do de cada célula da matriz com o pixel da
imagem no segmento em que € sobreposta. Assim, obtemos novas imagens, estas com caracteristicas
destacadas (e.g., bordas, texturas, formatos) exemplificado na Figura 17.

O aprendizado emerge no reajuste dos valores das matrizes de convolucdo, estes andlogos aos
pesos de uma rede neural simples, buscando estabelecer uma hierarquia de caracteristicas relevantes
para um certo fim.

Quando se trata do ambito da medicina, as CNNs tornam-se ferramentas importantes para a clas-
sificacdo automatizada e mais robusta de laminas histoldgicas. O processo de examinacdo de uma
amostra de tecido por um patologista requer tempo e pode desacelerar a triagem de pacientes, além
de conter um certo grau de subjetividade dependendo do individuo que realiza o trabalho. As CNNs,
apos treinadas, sdo rapidas e mais robustas na classificacdo de tecidos, tornando-se ferramentas im-

portantes para auxiliar no diagndstico clinico com maior agilidade, padronizagdo e reprodutibilidade,
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Figura 17: Exemplificagdo da convolu¢do de uma imagem 640x427 com dois kernels diferentes.
Fonte da imagem: https://pixabay.com (Acesso 05/07/2025).

também reduzindo vieses humanos e auxiliando decisdes médicas.

Uma rede convolucional é comumente constituida de trés elementos principais: camadas convo-
lucionais, camadas pooling e fully connected.

As camadas convolucionais extraem caracteristicas de imagens da camada anterior, sendo respon-
sdveis pela criagdo de n mapas caracteristicos, resultantes da convolugdo de n filtros — matrizes aqui
denominadas por kernel — em cada uma dos canais da imagem (Vermelho, verde e azul na maioria
das imagens coloridas).

As camadas de pooling servem para reduzir as dimensdes espaciais dos mapas caracteristicos
obtidos, perfomando operagdes como o pooling de maximos, no qual uma matriz varre uma imagem
e produz um novo mapa reduzido apenas com o maior valor de cada sec¢do da imagem sob a iteragdo
da matriz, e o pooling de médias, no qual um novo mapa reduzido é produzido através do célculo da
média dos valores para cada etapa da iteracdo da matriz.

As camadas fully connected (completamente conectadas) correspondem a camadas com uma
quantia n de neurdnios os quais completamente se conectam com os da camada seguinte e anterior.
No contexto de redes convolucionais, exercem a importante funcdo de achatar os filtros da camada
anterior em um vetor unidimensional, para que assim se propague pelas camadas densas como uma

rede neural simples.
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Uma arquitetura simples de CNN € exemplificada na Figura 18.

8@128x128 _ 1x256
8@64x64 N
-
Convolugao MaxPooling2D  Convolu¢ao MaxPooling2D Fully Connected

Figura 18: Arquitetura de Rede Convolucional simples

Transfer Learning

O Transfer Learning, traduzido como Aprendizado por Transferéncia, consiste na implementagao
dos pesos e arquitetura de um modelo pré-treinado para desempenhar uma tarefa diferente da que foi
originalmente treinado para performar.

A vantagem evidente desse método € a capacidade de utilizar modelos treinados com elevada
quantidade de observacdes e profundidade arquitetonica sem a necessidade de retreinar esse modelo,
o que € invidvel sob recursos computacionais limitados.

Comumente, as camadas do modelo pré-treinado sao congeladas, ou seja, os seus pesos nao serao
reajustados e servirdo apenas para extracdo de caracteristicas da imagem, e no topo dessas camadas
podem ser adicionadas as head layers, camadas que serdo treinadas para aperfeicoar o modelo pré-
treinado para a execucao da nova tarefa.

Uma subcategoria do Aprendizado de Transferéncia é o Ajuste Fino, em que parte do modelo
pré-treinado € descongelado e este também passa a fazer parte do treino com sua arquitetura. Esse
processo € executado gradualmente, com o descongelamento de camadas e monitoramento dos resul-
tados.

Desse modo, utilizamos a ResNet50 como modelo de base para a aplicacdo do transfer learning
nos conjuntos de dados utilizados e para subsequente comparacdo do seu desempenho com uma

arquitetura de CNN Simples. A ResNet, descrita por He et al. [2015], é uma rede residual profunda
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idealizada para visdo computacional. Por fim, utilizamos os pesos da ResNet50 treinada no conjunto
de dados ImageNet [Deng et al., 2009], que abriga 14.197.122 imagens anotadas.

A medida que sdo adicionadas mais camadas em uma rede neural comum, torna-se possivel a
ocorréncia de dois problemas com os gradientes de funcio de perda em relacdo aos pesos da rede: o
esvanecimento e a explosdo. O esvanecimento ocorre quando esse gradiente passa a tender a zero a
medida que se aprofunda na rede neural, impedindo a atualiza¢do dos pesos nas camadas iniciais. Jd a
explosdo ocorre quando as matrizes dos gradientes (Eq. 6) tém valores maiores que 1 e seus produtos
passam a crescer exponencialmente ao decorrer da cadeia. Desse modo, os pesos da rede crescem de
forma brusca e impedem o aprendizado do modelo.

Dado esses problemas, a ResNet os mitiga através de conexdes residuais, em que € estabelecida
uma conexao entre a saida de uma camada (x) e uma saida posterior de modo que as camadas inter-
medidrias sdo puladas. No ponto final de conexao, o valor dessa saida serd equivalente a soma de x e
F(z), que é a fungdo aprendida pelas camadas intermedidrias em um fluxo ordindrio da rede neural,
exemplificado na Figura 19. Assim, torna-se possivel o treino de redes neurais profundas sem a perda

de informacao.

1x1 conv, k

Y
F(X) | 3x3 conv, k

v

1x1 conv, k

v

F(X) + x ?

Figura 19: Bloco do Modelo Residual da ResNet [Bezerra, 2018]

X
identidade

Ajuste de Hiperparametros

Os hiperparametros sdo as varidveis que regem a estrutura, performance e funcdo do modelo.
Alguns exemplos de hiperparametros sdo a quantidade de neurdnios por camada densa, quantidade de
filtros por camada convolucional e taxa de aprendizado do modelo. Como estes sdo definidos antes do

treinamento da rede, torna-se mais complexo decidir se os hiperparametros escolhidos vao retornar
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o melhor desempenho no modelo para a tarefa desejada. Deste modo, os algoritmos de otimizacao
de hiperparametros sdo responsdveis pela execu¢do de uma busca iterativa do melhor conjunto de
parametros para uma tarefa a partir da comparagdo dos resultados obtidos.

Existem variados algoritmos que performam uma busca de hiperparametros de forma automati-
zada. Apesar de diferencas, compartilham em comum a capacidade do usudrio decidir qual espaco
amostral pretende explorar. Ou seja, explicitar quais hiperparametros deseja variar e que espectro
de valores cada um deve se encaixar. A Pesquisa Aleatoria, conforme indicado pela nomenclatura,
executa a rede neural com variagdes aleatdrias, até que um valor 6timo seja alcangado. Esta ¢é ideal
para espacos amostrais grandes. J4 a Pesquisa em Grade testa exaustivamente todas as permutacoes
possiveis de acordo com o espectro de possibilidades fornecidas pelo usudrio. Esta ndo € otimizada e
funciona melhor em espacos amostrais menores.

Neste trabalho, utilizou-se o algoritmo de Otimizagdo Bayesiana da biblioteca de Python Keras
Tuner para otimizar a métrica de acurdcia na validacdo. A busca Bayesiana, a cada iteragdo, escolhe
novos hiperparametros para teste com base nos anteriores. Desse modo, sob influéncia de resultados
prévios, essa busca explora com mais cautela microrregides de combinacdo de hiperparametros com
resultados promissores, dispensando aleatoriedade e necessitando de menos passos para convergir em

um ponto 6timo.

3.4.4 Avaliacio Estatistica

Por fim, apds o processo de treino de uma rede neural, € crucial a avaliacdo do desempenho do
modelo por meio multiplas métricas de quantificacdo que garantam uma consolidacdo homogénea da
capacidade da rede neural de performar suas predi¢des para novos dados além dos que foram usados
para treino. Para as explicagdes a seguir, serdo utilizadas analogias com os conjuntos de dados usados

nesse estudo.

¢ Matriz de Confusao

A Matriz de Confusdo permite visualizar os resultados de um algoritmo classificador. As co-
lunas representam as previsoes de um modelo para uma determinada classe enquanto as linhas
representam a classe real (verdade fundamental). Se em uma célula o seu par (x, y) corresponde
a duas classes iguais, pode-se concluir que o modelo corretamente previu a classe da respectiva

entrada. Um modelo que acerta todas as suas previsdes apenas apresenta valores diferentes de
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zero nas c€lulas da diagonal da matriz. Um esquema de Matriz de Confusdo de duas classes é

visualizado na Tabela 4.

Classe Prevista
A(-) B(+)
A(—) | Verdadeiro A (VA) Falso A (FA)

Classe Real
B(+) Falso B (FB) Verdadeiro B (VB)

Tabela 4: Matriz de Confusio Bindria (2 classes)

¢ Acuracia

A Acuricia mede, de todas as previsdes que o modelo fez acerca da classificacdo do tecido, a

proporcao das que foram corretamente previstas.

Acurdcia Previsoes Corretas VA+ VB )
u = _
Todas as Previsdes VA+ FA+FB+ VDB

Sensibilidade e Especificidade

A Sensibilidade ¢ uma métrica que mede a habilidade do modelo de corretamente identificar
os tecidos que se encaixam em um determinado tipo dentre todos os tecidos daquele tipo no
conjunto utilizado para previsao. Ou seja, uma alta sensibilidade para uma classe de tecido
significa que o modelo ndo deixou passar despercebida amostras do mesmo. A Equacdo 9

apresenta a definicdo matematica da métrica e sua representacdo de acordo com a Tabela 4.

Verdadeiros Positivos VB

Sensibilidade = -
enstbriidade Verdadeiros Positivos + Falsos Negativos VB + F'B

€))

A Especificidade é uma métrica que mede a habilidade do modelo de corretamente identificar
os tecidos que ndo se encaixam em um determinado tipo dentre todos os tecidos que ndo sao

desse tipo no conjunto utilizado para previsao.

Verdadeiros Negativos !
Verdadeiros Negativos + Falsos Positivos VA + F A

Especificidade = (10)

+ AUC Uma outra estratégia para mensurar a qualidade de um modelo preditivo é utilizar a Area
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Sob a Curva (AUC). Ela é determinada a partir da Curva de Resposta Caracteristica (Curva

ROC) e representa a capacidade de discrimina¢do do modelo em questao.

Para melhor compreender o conceito da AUC, pode-se utilizar o exemplo de uma classificagao
bindria, como a apresentada pela Tabela 4. Neste cendrio, sdo apresentadas ao modelo duas
observacdes simultaneamente: uma da classe positiva e outra da classe negativa. A AUC re-
presenta a probabilidade de o modelo identificar corretamente ambas as observagdes. Entdo,
valores préximos de 1 indicam um modelo de altissima capacidade de discriminagdo, ao passo

que valores préximos a 0,5 indicam um modelo que faz alocacao aleatdria de classes.

Precisao

A partir de todas as vezes que o modelo previu que um tecido € do tipo 7', a Precisdo mede a

proporcao de vezes em que essa previsdo foi correta.

Precisio PrevisOes Positivas Corretas VB (11
i = =
Todas as Previsoes Positivas FA -+ VB

Score F1 O Score F1 € uma métrica que avalia o equilibrio do modelo entre precisdo e sensi-
bilidade. Ou seja, no caso de um modelo que classifica se uma célula é cancerigena ou nao, o
Score F1 quantifica a relacdo entre nao deixar nenhuma amostra cancerigena passar desperce-
bida e, ndo classificar uma amostra como cancerigena quando ndo se trata de uma. Exposto na

Equacao 12, trata-se de uma média harmonica.

Precisao - Sensibilidade
=2 Precisao + Sensibilidade (12)

Essas métricas, em conjunto, permitem uma visualizacdo consolidada do desempenho da rede
neural em uma série de situacdes, permitindo ponderar quais s@o as prioridades para uma de-

terminada tarefa e qual arquitetura utilizar.
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4 Resultados

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados obtidos pela aplicacdo do algoritmo de busca ale-
atdria utilizando redes neurais convolucionais e, também, transfer learning via ResNet50. Serdo
apresentadas as matrizes de confusao, rea sob a curva (AUC), especificidade, sensibilidade, precisao

e Escore F1.

4.1 LC25000

* 3 Classes | Classificacao do patch como Adenocarcinoma Pulmonar (lung_aca), Carcinoma

de Células Escamosas do Pulmao (lung_ssc) ou Tecido de Pulmao Benigno (lung_n)
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(a) CNN Simples: Matriz de Confusdo de 3 classes (b) ResNet50: Matriz de Confusao de 3 classes

Figura 20: Comparacao entre duas matrizes de confusao de uma CNN Simples e ResNet50 para o
conjunto LC25000
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Figura 21: Comparacdo entre curvas ROC e area sob a curva (AUC) de uma CNN Simples e ResNet50
para o conjunto LC25000

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
lung_aca | 0.98 0.42 0.94 0.58
lung n 0.97 0.99 0.95 0.97
lung_scc | 0.72 0.96 0.62 0.76

Tabela 5: Métricas das classes com CNN Simples (LC25000)

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
lung_aca | 0.99 0.98 0.99 0.99
lung_n 1.00 1.00 1.00 1.00
lung_scc | 0.99 0.99 0.98 0.99

Tabela 6: Métricas das classes com ResNet50 (LC25000)

CNN Simples

ResNet50

Acuracia de Validacao

0.79

0.99

Tabela 7: Comparagdo da acurdcia com uma CNN Simples e ResNet50 (LC25000)

* 2 Classes | Classificacdo do patch como Adenocarcinoma de Cdlon (colon_aca) ou Tecido de

Célon Benigno (colon_n)
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Figura 22: Comparagdo entre duas matrizes de confusdo de uma CNN Simples e ResNet50 para o
conjunto LC25000
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Figura 23: Comparagao entre curvas ROC e drea sob a curva (AUC) de uma CNN Simples e ResNet50
para o conjunto LC25000

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1

colon_aca | 0.93 0.98 0.93 0.95

colon_n 0.98 0.93 0.98 0.95

Tabela 8: Métricas das classes com CNN Simples (LC25000 - 2 Classes)
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Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
colon_aca | 1.00 1.00 1.00 1.00
colon_n 1.00 1.00 1.00 1.00

Tabela 9: Métricas das classes com a ResNet50 (LC25000 - 2 Classes)

CNN Simples

ResNet50

Acuracia de Validacao

0.95

1.00

Tabela 10: Comparacdo da acurdcia com uma CNN Simples e ResNet50 (LC25000 - 2 Classes)

* 5 Classes | Classificaciao do patch como Adenocarcinoma Pulmonar (lung_aca), Carcinoma

de Células Escamosas do Pulmao (lung_ssc), Tecido de Pulmao Benigno (lung_n), Adeno-

carcinoma de Colon (colon_aca) ou Tecido de Célon Benigno (colon_n)

Matriz de Confuséo
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Rétulo Verdadeiro
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lung_n
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(a) CNN Simples: Matriz de Confusdo de 5 classes

Rétulo Verdadeiro

Matriz de Confuséao 1000

colon_aca

1800
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lung_aca

-400

lung_n

lung_scc

o’
\\§‘

Rétulo Previsto

(b) ResNet50: Matriz de Confusio de 5 classes

Figura 24: Comparagdo entre duas matrizes de confusdo de uma CNN Simples e ResNet50 para o

conjunto LC25000
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Figura 25: Comparacdo entre curvas ROC e drea sob a curva (AUC) de uma CNN Simples e ResNet50
para o conjunto LC25000

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
colon_aca | 0.99 0.98 0.99 0.99
colon_n 0.99 0.99 0.98 0.99
lung aca | 0.98 0.94 0.93 0.93
lung n 0.99 0.99 0.98 0.98
lung _scc | 0.98 0.92 0.95 0.94

Tabela 11: Métricas das classes com CNN Simples (LC25000 - 5 Classes)

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
colon_aca | 1.00 0.99 1.00 0.99
colon_n 1.00 1.00 1.00 1.00
lung _aca | 0.99 0.99 0.98 0.99
lung n 1.00 0.99 1.00 0.99
lung scc | 0.99 0.98 0.99 0.99

Tabela 12: Métricas das classes com ResNet50 (LC25000 - 5 Classes)
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CNN Simples | ResNet50

Acuracia de Validacao | 0.97 0.99

Tabela 13: Comparacdo da acurdcia com uma CNN Simples e ResNet50 (LC25000 - 5 Classes)

4.2 Cancer Gastrico

* 8 Classes | Classificagdo do patch como Tecido Adiposo (ADI), Detritos Celulares (DEB),
Muco (MUC), Tecido Muscular (MUS), Tecido Linféide (LYM), Tecido Estromal (STR),
Mucosa normal (NOR) ou Tecido de Epitélio Tumoral (TUM)
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Rétulo Previsto Rétulo Previsto
(a) CNN Simples: Matriz de Confusdo de 8 classes (b) ResNet50: Matriz de Confusio de 8 classes

Figura 26: Comparacgao entre duas matrizes de confusao de uma CNN Simples e ResNet50 para o
conjunto de Cancer Gastrico
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Figura 27: Comparacdo entre curvas ROC e area sob a curva (AUC) de uma CNN Simples e ResNet50
para o conjunto de Cancer Gastrico

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
ADI | 0.97 0.67 0.76 0.71
DEB | 0.96 0.48 0.66 0.56
LYM | 0.92 0.93 0.65 0.76
MUC | 0.92 0.68 0.57 0.62
MUS | 0.97 0.57 0.77 0.65
NOR | 0.98 0.31 0.74 0.44
STR | 0.89 0.73 0.50 0.59
TUM | 0.93 0.70 0.60 0.65

Tabela 14: Métricas das classes com uma CNN Simples (Cancer Gastrico - 8 Classes)
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Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
ADI | 0.95 0.79 0.69 0.74
DEB | 0.94 0.62 0.60 0.61
LYM | 0.95 0.84 0.72 0.78
MUC | 0.95 0.62 0.64 0.63
MUS | 0.95 0.67 0.69 0.68
NOR | 0.94 0.58 0.59 0.58
STR | 0.95 0.49 0.63 0.55
TUM | 0.94 0.60 0.62 0.61

Tabela 15: Métricas das classes com a ResNet50 (Cancer Gastrico - 8 Classes)

CNN Simples

ResNet50

Acuracia de Validacao

0.63

0.65

Tabela 16: Comparagdo da acurdcia com uma CNN Simples e ResNet50 (Cancer Gastrico - 8 Classes)

4.3 Carcinoma Seroso de Alto Grau - HGSOC

* 4 Classes | Classificacdo do patch como Estagio I (I), Estagio II (II), Estagio III (III) e Estagio

IV V)
' = Matriz de Confusao
Matriz de Confusao 1000
_ 167 8 16 23 —- 144 7 53 10
400 800
2. 45 66 19 35 £ - 139 19 5
T 1300 3 600
© ©
° 2
o] o
A o
= >
T 497 122 200  E= 97 61 1027 YA 400
> 131 14 65 165 > 4 20 133 218
< N s N : N N N

Rétulo Previsto Rétulo Previsto

(a) CNN Simples: Matriz de Confusdo de 4 classes (b) ResNet50: Matriz de Confusao de 4 classes

Figura 28: Comparacao entre duas matrizes de confusao de uma CNN Simples e ResNet50 para o
conjunto de HGSOC
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Figura 29: Comparacdo entre curvas ROC e area sob a curva (AUC) de uma CNN Simples e ResNet50
para o conjunto de HGSOC

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
I |0.64 0.78 0.19 0.31
I | 0.92 0.40 0.31 0.35
III | 0.86 0.33 0.81 0.47
IV | 0.80 0.44 0.32 0.37

Tabela 17: Métricas das classes com uma CNN Simples (HGSOC - 4 Classes)

Especificidade | Sensibilidade | Precisao | Escore F1
I | 094 0.67 0.58 0.62
I |0.95 0.84 0.61 0.70
I | 0.72 0.75 0.83 0.79
IV | 0.89 0.58 0.53 0.55

Tabela 18: Métricas das classes com a ResNet50 (HGSOC - 4 Classes)

CNN Simples | ResNet50

0.40 0.72

Acurécia de Validagao

Tabela 19: Comparagado da acurdcia com uma CNN Simples e ResNet50 (HGSOC - 4 Classes)
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5 Discussao

No geral, é possivel inferir o potencial de redes neurais convolucionais na classificacdo de laminas
histolégicas junto da utilidade que o aprendizado por transferéncia fornece nesse proposito.

Especialmente no conjunto de amostras de tecidos pulmonares e coldnicos, as arquiteturas utili-
zadas atingiram acurdcias de 79 a 100% na determinacdo do tipo tecidual quando o espaco amostral
apenas contia classes do mesmo dominio histolégico [Figuras 20 e 22]. Na Tabela 5 € perceptivel
a baixa capacidade de distin¢do entre o Adenocarcinoma de Pulmao e Tecido Escamoso de Pulmao
na CNN simples. Todavia, a ResNet50 mostrou a sua superioridade na distingdo desses dois tecidos,
dada a sua profundidade de 50 camadas, juntamente das head layers, que corretamente abstrairam as
divergéncias morfolégicas de ambos atingindo uma acuricia global de 99%. Com a juncado das duas
entidades histoldgicas — pulmao e c6lon — o desempenho do modelo, apesar do aumento de classes
e acentuada dissonancia das entidades histoldgicas, permaneceu com capacidade quase completa de
classificar cada tipo de tecido. Nesses trés casos, a ResNet50 atingiu, em todas as métricas utilizadas,
maiores valores do que as variadas arquiteturas de CNN Simples utilizadas, reforcando a capacidade
da busca bayesiana de localizar o melhor modelo

As imagens do conjunto LC25000, em sua totalidade, demonstraram homogeneidade na quali-
dade e utilidade de cada patch, auxiliando no aprendizado eficiente do modelo. Ademais, o tamanho
razodvel de cada patch (768x768 pixeis) pode ter contribuido para a compreensdo de estruturas mor-
foldgicas de maior escala no ambiente celular, estas uteis para classificacao do tipo do tecido.

O conjunto do Cancer Géstrico apresentou resultados similares para ambas arquiteturas, ainda
com a ResNet50 a frente. A matrizes de confusdo da Figura 26, ambas ResNet50 e CNN Simples
demonstram esparsidade nas previsdes. Da mesma forma, a média aritmética das sensibilidades da
ResNet50, 65%, se aproxima da média aritmética das sensibilidades da CNN, 63%, evidenciando que
os dois modelos se assemelham na capacidade de corretamente classificar classes diante da frequéncia
dessa classe no conjunto. Nao obstante, as classes que menos passaram despercebidas variaram entre
as duas. A CNN Simples demonstrou maior capacidade de detectar os tipos LYM, STR e TUM
(Tabela 14), enquanto a ResNet50 demonstrou maior capacidade em detectar os tipos LYM, ADI e
MUS (Tabela 15).

O conjunto do HGSOC teve, na ResNet50 e CNN Simples, respectivamente, precisoes de 83%

e 81% no estagio III, contrastando com precisdes de 19% na classe I (CNN Simples, 17) e 53% na
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classe IV (ResNet50, 18). No contexto de severo desbalanceamento do conjunto de dados, que fa-
vorece a classe III, apesar da correcdo de pesos das classes realizado antes do treino do modelo, este
ndo se mostrou suficiente para prevenir a inclinacdo da ResNet50 a focalizar a maioria das suas pre-
di¢Oes para o estdgio dominante. Por outro lado, a CNN Simples, apesar de ter tido uma distribui¢do
percentual homogénea de previsdes por classe, se mostrou errénea na maioria € sua maior precisao
foi, também, na classe III, com precisdo de 81%. Torna-se claro, portanto, que para um treinamento
eficiente no conjunto de HGSOC, serdo necessdrias medidas adicionais para lidar com o desequili-
brio de dados. E provivel que o aumento de dados (oversampling) das classes minoritdrias através
da criagdo de cOpias com rotagdes e simetrias variadas elimine o favorecimento de uma classe em
detrimento das outras por parte do modelo e resulte na maior compreensao de padrdes morfolégicos.
Outra técnica promissora € o undersampling, em que todas as classes tém suas observacdes reduzidas
ao mesmo numero de observacdes da classe minoritdria. Apesar de igualar as classes, esse método
resulta na de perda de informacdo, entdo € ideal a repeticdo do treino com multiplas combinagdes
de selecdo de dados dos conjuntos majoritdrios. Adicionalmente, o HGSOC tem como uma de suas
principais caracteristicas a elevada heterogeneidade intratumoral e consequente variada morfologia
[Azzalini et al., 2023], que pode dificultar a habilidade de generalizacdo do modelo.

Sob essa dptica, a criagcdo de um modelo baseado em machine learning com o intuito de estadia-
mento do HGSOC pode se beneficiar da juncdo de informagdes quantitativas como dados clinicos e da
utilizacdo de modelos capazes de abstrair contextos gerais da imagem como os vision transformers.
Além disso, a utilizacdo de um conjunto de dados com mais observagdes disponiveis € com maior
homogeneidade na qualidade das 1aminas histolégicas tende a favorecer resultados mais robustos e
satisfatérios, ainda no contexto de CNNs.

A normalizacao de Macenko demonstrou capacidade de uniformizacdo de imagens de diferentes
dominios em um mesmo espectro de cores. Apesar disso, resultou em histogramas RGB com padrdes
irregulares e que carecem de uma explicacdo l6gica. Possivelmente a normalizagdo de Macenko se
destacaria em slides inteiros ao invés da abordagem de cada parch como imagem individual.

Ademais, a busca Bayesiana se mostrou eficiente em achar arquiteturas eficientes para uma dada
tarefa, evidenciado nos resultados do conjunto LC25000 em suas trés classificagdes. Desse modo, €
possivel priorizar outros fatores como agentes causadores dos resultados do conjunto HGSOC e de

Cancer Gastrico ao invés da propria CNN. Contudo, ainda € sugerido que sejam realizadas buscas

39



Bayesianas com espagos amostrais maiores com maiores variagdes em hiperparametros, visto que
trabalhamos com limites reduzidos na experimentacao arquitetonica da busca e nio variamos hiper-
parametros como otimizador e fun¢des de ativagao.

Outras potenciais melhorias além das citadas sdo a experimenta¢do de outros modelos pré-treinados
para o aprendizado por transferéncia, dado que apenas exploramos a ResNet50. Também, um maior
volume de dados potencialmente otimizaria os resultados do conjunto de HGSOC e Cancer Gastrico.

Por fim, esses modelos potencialmente podem ser aplicados em sistemas computadorizados no
ambito da satide. Apds o protocolo de extracdo de uma lamina histoldgica por meio cirtrgico, torna-

se mais eficaz e consistente a classificacdo desses tecidos e subsequente apoio ao diagndstico médico.

6 Conclusao

Este trabalho evidenciou o potencial das redes neurais convolucionais e do aprendizado por trans-
feréncia na tarefa de classificacdo histologica de tecidos cancerigenos de dominios diversos que, no
contexto do estudo realizado, trataram-se de pulmao, c6lon, estdbmago e ovarios. Foi consolidada uma
compreensdo tedrica e aplicagdo pratica das redes neurais, juntamente com métricas de avaliacdo de
seu desempenho, refletindo a capacidade da estatistica de esclarecer o contexto de cada subtarefa
realizada.

Os resultados obtidos permitiram visualizar de forma clara o potencial da aplicacdo de modelos
computacionais baseados em aprendizado profundo na andlise anatomopatoldgica de tecidos huma-
nos e no suporte ao diagnostico médico. A convergéncia entre redes neurais € métricas estatisticas
na compreensdo histologica das morfologias tumorais evidencia a maturidade crescente da ciéncia de
dados como uma ferramenta relevante, capaz de promover novas descobertas e otimizar significativa-
mente o processo humano envolvido na andlise de laminas histoldgicas e no diagndstico clinico. Sob
esse viés, limitagcdes técnicas foram identificadas por meio da andlise de dados, sugerindo medidas a
serem consideradas em futuras investigagoes.

O estudo realizado evidencia a variedade de possibilidades futuras na intersecao entre machine
learning e o campo médico, sendo promissoras a expansao para novos experimentos com diferentes
conjuntos de dados, arquiteturas computacionais, abordagens estatisticas e eventuais implementagdes

em interfaces clinicas, como ferramentas assistivas para patologistas.
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Resumo

Este trabalho visa analisar aspectos de centralidade em grafos de
conectividade extraidos de sinais de EEG durante tarefas de atengéo, ao longo dos
diferentes ritmos neurais. Utilizando dados de sete voluntarios submetidos ao stroop
word color test, os sinais foram pré-processados, decompostos utilizando Wavelets
de Morlet, de onde foram inferidos grafos de conectividade com base na entropia de
transferéncia normalizada (NTE). A analise focou na identificagcdo de hubs,
especialmente os divergentes, por meio da medida de betweenness centrality. Os
resultados apontaram que o ritmo beta apresenta maior core network e maior
numero de hubs divergentes, corroborando seu papel na core-network em redes de
atencdo. Testes estatisticos confirmaram diferengas significativas entre o ritmo beta
e os demais. A pesquisa reforca a relagcdo entre conectividade cerebral e ritmos
espectrais em paradigmas cognitivos. Entdo, conclui-se que o ritmo beta e os hubs

divergentes s&o centrais para o processamento atencional.



1. Introdugao

A eletroencefalografia (EEG) € um exame que registra a atividade elétrica
cerebral por meio de eletrodos posicionados sobre a cabeg¢a do paciente. Essa
atividade pode ser definida por ondas de diferentes frequéncias que, por sua vez,
podem ser subdivididas em ritmos: delta (0,5-4 Hz), theta (4-8 Hz), alfa (8-13 Hz),
beta (13-30 Hz) e gama (>30 Hz). Estudos anteriores mostram que o ritmo alfa se
sobressai quando o paciente se encontra em estado de siléncio e repouso (Kao et
al., 2011). As bandas theta e delta estdo associadas a fungdes cognitivas mais
complexas, como atengao e previsao (Tobe et al., 2023), e o beta esta relacionado a
acodes logicas e estados de alerta (Kao et al., 2011).

O sistema neural funciona como uma rede complexa que pode ser
representada por grafos matematicos. Esses grafos apresentam nds, que
geralmente representam regides cerebrais, e links, que mostram conexdes entre
diferentes partes do sistema neural (van den Heuvel; Sporns, 2013). Essas
conexdes sao definidas conforme o tipo de conectividade observado, que pode ser
anatémico, funcional ou efetivo. A conectividade anatémica, no geral, diz respeito a
presenca de substancia branca entre duas regides cerebrais, a conectividade
funcional mede a correlagcdo temporal entre as atividades de duas regides
anatomicamente distantes e a conectividade efetiva apresenta relacdes de causa e
efeito entre duas partes do cérebro (Rubinov; Sporns, 2009). Por meio dessas
relacbes, podem ser definidas regides que possuem um alto numero de conexdes
com outras. Essas regides sao denominadas hubs, sendo consequentemente as
areas do cérebro com maior facilidade para o fluxo de informagdes (Oldham; Fornito,
2018).

Além disso, os hubs podem ser classificados em trés tipos: convergente,
divergente e neutro. De acordo com calculos de entropia liquida, os convergentes
podem ser caracterizados por terem mais conexdes aferentes do que eferentes, ou
seja, o grau de entrada de informagdes € maior que o grau de saida. Ja nos
divergentes acontece o contrario, o grau de saida de informagao € maior que o de
entrada (mais conexdes eferentes do que aferentes), e com os neutros ndo ha
diferenga significativa entre as conexdes aferentes e eferentes segundo (Baltazar et
al., 2019).



Ao se estudar os hubs do sistema neural € importante escolher uma medida
para classificar os nés em hubs ou ndo hubs. Neste estudo, optamos por usar a
medida de intermediacdo (em inglés, betweenness centrality - BC), que avalia
quantas vezes um no estda no menor caminho caracteristico, ou seja, no
comprimento médio do caminho mais curto entre todos os pares de nés da rede,
entre outros dois nés.

A partir de paradigmas cognitivos, como teste de sfroop, é possivel avaliar a
resposta atencional sob determinado contexto por meio de como os ritmos cerebrais
se comportam durante a realizacdo da atividade, observando que o ritmo beta se
destaca em todos os pacientes. Em um trabalho prévio (Baltazar et al., 2019)
observamos que estruturas invariantes (presentes em mais de um paradigma) sao
formadas em sua grande maioria por hubs divergentes, bem como as estruturas
nao-invariantes tém por preferéncia tornarem-se hubs divergentes ou deixarem de
ser hubs. Neste trabalho, propomos uma analise integrada de conectividade em um
dominio espectral visando explorar a organizagao dos hubs, e seus diferentes tipos,

numa perspectiva espectral.

2. Metodologia

Para testar hipdteses propostas neste estudo, executou-se trés etapas de
analise, uma primeira etapa de pré-processamento dos dados de EEG, apds o
tratamento do dado, o mesmo foi decomposto nos ritmos cerebrais descritos na
literatura e entdo, pode-se extrair as caracteristicas e propriedades dos grafos de
conectividade associados a tarefa cognitiva executada pelos sujeitos de pesquisa.
Todas essas etapas de analise foram ilustradas no diagrama de fluxo de processos

(figura abaixo) e descritas nas subse¢des da metodologia do trabalho.
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21. Aquisicao dos dados de EEG e paradigma cognitivo

Para o presente trabalho foram utilizados dados de eletroencefalografia
coletados para dois estudos prévios: da Silva et al., 2017 e Baltazar et al., 2019.
Dados esses, que foram gravados utilizando um conjunto actiCAP de 32 eletrodos
ativos e molhados (fig 1) acoplados a um amplificador BrainAmp (ambos fabricados
pela Brain Products, Gilching DE). Os eletrodos foram posicionados seguindo o
padrao internacional 10-20 (fig 2) com as suas respectivas impedancias controladas
abaixo de 10 kOhms. O dado foi gravado com o software Brain Vision Recorder

(também fabricado pela Brain Products), com uma amostragem de 1 kHz.
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Figura 1: Esquema ilustrativo da organizacao da touca para coleta de EEG (Baltazar,
2018).

Figura 2: Posicéo dos eletrodos para coleta de EEG. Fonte: Brain Products, Gilching

DE.

Neste estudo, foram analisados os dados de sete voluntarios que foram

submetidos a uma tarefa de stroop color-word test, que por sua vez, € um teste de



atengao seletiva, autorregulacdo e controle fop-down (Petersen & Posner, 2012).
Todos esses sete voluntarios foram submetidos a blocos de 20 segundos durante 5
minutos de gravacao, consistindo em: blocos incongruentes, onde palavras sao
pintadas em uma cor que conflita com seu significado; blocos neutros, onde o
significado e a cor das palavras néo colidem; e por fim, blocos congruentes onde a
cor da palavra esta de acordo com seu significado, conforme descrito na tabela
abaixo. Além disso, € necessario ressaltar que, para este trabalho, foi analisado

somente o sinal eletroencefalografico dos blocos incongruentes.

Congruente Neutro Incongruente
Vermelho Casa
Carro Verde
Azul Azul

2.2. Pré-processamento

Toda a etapa do pré-processamento dos dados foi realizada utilizando a
biblioteca Python MNE na versdo 1.9.0. Nesse sentido, o sinal eletrofisiologico
captado pelo eletrodo encontra-se na escala de pyV e é amplificado, assim,
amplificando também ruidos, como: rede elétrica e atividades musculares adjacentes
aos eletrodos. Para contornar essas interferéncias, foi aplicado um filtro de
frequéncia preservando a banda neural (0,5 a 30 Hz) (Teplan, 2002). Embora filtros
de frequéncias sejam eficazes para retirar ruidos periédicos no sinal, eles ndo sao
capazes de lidar com ruidos musculares relacionados a eventos, como: piscadas,
movimentos laterais dos olhos e tensdao mandibular. Dessa forma, também
aplicou-se uma analise de componente independente (do inglés: Independent
Component Analisys - ICA) semiautomatica para isolar esses componentes e poder

remové-los do sinal (Wallstrom et al., 2004).

2.3. Decomposigao do sinal

Wavelets sdo fungdes matematicas localizadas em tempo (ou espacgo) e
frequéncia. Diferentemente da transformada de Fourier — que fornece uma visao

global do sinal — as wavelets permitem uma analise local no tempo e na frequéncia



simultaneamente. Basicamente, uma wavelet (“onda pequena”) pode ser esticada ou
comprimida (escala) e deslocada (translagéo), gerando cépias chamadas daughter
wavelets a partir de uma wavelet mae. Desta forma, a transformada wavelet
decompde um sinal original em coeficientes que representam suas componentes em
diferentes escalas (resolugdes) e posigdes temporais ou espaciais (Morettin, 1999).
Nesta perspectiva, a escala acaba sendo um parametro que traz informagao sobre a
frequéncia, identificando eventos transitorios ou singularidades no sinal — algo que
a transformada de Fourier costuma falhar. Por exemplo, imagine reconstruir uma
musica usando blocos de ondas: blocos estreitos capturam notas rapidas e precisas
(alta frequéncia), enquanto blocos largos representam os acordes sustentados
(baixa frequéncia). Vocé pode misturar escalas e deslocamentos desses blocos para
reconstruir toda a melodia de forma fiel.

Em contraste, bases de Fourier sdo localizadas em frequéncia, mas nao no
tempo: pequenas mudancas nas observacées podem provocar mudangas em todas
as componentes de uma expansao em Fourier, 0 que n&do acontece com uma
expansdao em série de ondeletas. A diferenca € que as fungbes de uma base de
ondeletas sdo indexadas por dois parametros, ao passo que na base de Fourier
temos um unico parametro, que tem a interpretacgao fisica de frequéncia.

A transformada em ondeletas continua de um sinal f(t) é dada por
+o0

Wy(y,7) = fO)w;,()dt

J =00

onde

(1) 1 (t - T)
V(1) = X _
Nal gl

Nesta representacao, y € R éo parametro de dilatacdo de escala que corresponde
a largura da ondeleta y e, T € R € o parédmetro de translagéo, que indica a posigao

da ondeleta. A transformada inversa é entido definida como

+oo  ptoo (f’)-’
Jo+  J-so Y

Neste trabalho, reconstruimos parcialmente o sinal de acordo com os limites que
definem os ritmos cerebrais. Por exemplo, para o ritmo theta, foram consideradas

escalas cujas frequéncias pertenciam aos limites de 4-8 Hz, e desta forma tem-se



um sinal no tempo com as informagdes espectrais do ritmo theta. A funcdo v da

transformada utilizada foi a ondeleta de Morlet (Goupillaud et al. 1994).

2.4. Entropia de transferéncia normalizada

Para inferir a conectividade cerebral entre as areas monitoradas pelo EEG,
utilizou-se a medida de entropia de transferéncia (TE) proposta por Schreiber
(Schreiber, 2000), que reune as propriedades direcionais e dinamicas de conexdes
nao lineares. Logo, a TE estima se a atividade de um sistema n&o € dependente de
seu passado, mas é dependente da atividade pregressa de outro sinal (Shovon et
al., 2014). Desta forma, a TE quantifica o fluxo de informacao entre dois sinais.

Dadas duas séries temporais X ey, pode-se definir um desvio da

independéncia causal considerando a propriedade generalizada de Markov

p(x |xt,yt)=p(xt+1|xt). Portanto, a TE é calculada da divergéncia de

t+1
Kullback-Leiber entre distribuicbes de probabilidade associadas, como demonstrado

na equacado, onde p(x xt,yt), € a probabilidade conjunta de X, X €Y,

t+1’

p(xt+1|xt,yt) € a probabilidade condicional entre X, 0 X, €V, p(xt+1|xt) € a

probabilidade condicional entre X,  eX;

_ p(xt+1|xt,yt)
TEY—>X o zt:p(xtﬂ’ Xp yt)logz p(

Xal)
A TE pode assumir valores no intervalo 0 < TE, , < oo, onde por se tratar de

uma medida direcional. Inferindo, assim, um grafo mais rico de informagdes que
modelam as redes cerebrais. Contudo, devido ao tamanho finito e da néao
estacionariedade dos dados de EEG, as matrizes de TE sofrem de ruido. Porém, ao
adicionarmos mais duas etapas no processo de inferéncia da conectividade
aumentamos a acuracia do calculo das interagdes entre as areas (Shovon et al.,
2014). O tratamento deste ruido € realizado por meio da subtragdo do valor médio

de TEY%X, denotado por < TE%X >. Para tal, utilizaram-se réplicas com
permutagcdes aleatorias de Y, Logo, esta diferengca € normalizada pela entropia

condicional:
x)

) =—3 p(x x)log M
x t+1" 7t 2 plx)

t X
t+1"7¢t

H(x |x

t+1



Entdo, para a entropia de transferéncia normalizada (NTE), tempos:

NTE <TE

NTE — Y-X YoX
Y—X H(x,, . |x)

>

Dessa forma, a NTE passara a figurar no intervalo 0 < NTE, <1, ondeo 0

ocorre quando nao ha transferéncia de informacédo de y para x, e um quando se
mede um fluxo maximo de informagdo. Além disso, os grafos de NTE foram
calculados para cada bloco incongruente do stroop word-color test e ao final, foi

extraido um grafo médio do paradigma cognitivo.

2.5. Betweenness centrality

Apos a inferéncia dos grafos de conectividade utilizando a NTE, uma das
propriedades que se pode estudar para compreender os aspectos de integracao da
rede € a medida de betweenness centrality (BC). Essa medida é calculada com base
no conceito de caminho minimo de um grafo, que no caso do presente estudo, esta
associado ao alto fluxo de informacéao entre regides cerebrais e integragao funcional.

Nesse sentido, o caminho minimo pode ser definido por dij = Za cg G onde a.

uv iej

pertence a matriz de conectividade e 9., € 0 menor caminho entre os nos i e j.

Sendo que para todos os nos desconectados o caminho minimo é infinito (Rubinov &
Sporns, 2010).

Entdo, partindo desse conceito, o BC é a fragcdo de todos os caminhos
minimos que um dado ndé participa. Medida essa, que pode prover importantes
informagdes sobre o papel de centralidade de um n6 perante toda a rede (Freeman,

2002), sendo denotada por:

d
1 ij . . . .
B=oTon 2 X -5 parak # jk #iej # i
j

kENjJEN K

onde dkl_]_ € um caminho minimo que posso pelo no |.

2.6. Hubs

Apoiando-se no conceito de BC e no que foi publicado por (da Silva et al.,

2017), mesmo que todos os nds da rede tenham um grau de BC, nem todos os nés



tém participacdo importante na maioria dos caminhos minimos da rede. Entdo,
propde-se que: ndés com um grau de BC estritamente maior que a média de todos os
outros nés com BC > 0, sao hubs. Além disso, lancando mao do conceito de
diferentes tipos de hubs, definido por (Baltazar et al., 2019), pode-se ainda, dentre
os hubs identificados, classifica-los em trés tipos: hubs divergentes, cujo grau de
saida é 10% de um dado hub maior que o grau de entrada; hubs convergentes, onde
o grau de entrada é 10% de um dado hub maior que o grau de saida; e por fim, hubs
neutros, onde os graus de entrada e saida n&o ultrapassam o limiar de 10% de

diferenca.

2.7. Analise estatistica

O Teste de Friedman é um teste estatistico ndo-paramétrico usado para
comparar trés ou mais amostras relacionadas, ou seja, quando se tem medidas
repetidas no mesmo grupo de individuos ou em grupos emparelhados. Ele € uma
alternativa nao paramétrica a ANOVA de medidas repetidas e é util quando os dados
ndo seguem uma distribuicdo normal (ou quando n&o € permitido checar a
normalidade). Desta forma, é utilizado quando o mesmo individuo € avaliado mais
de uma vez. Este teste ndo utiliza os dados numéricos diretamente, mas sim os
postos ocupados por eles apos a ordenacéo feita para cada grupo separadamente.
ApOs a ordenagdo € testada a hipotese de igualdade da soma dos postos de cada
grupo.

Como hipétese nula para este teste, definimos a priori uma maior contribuicao
na quantidade de total de hubs e hubs divergentes para o ritmo beta no paradigma
atencional stroop. Esta hipdtese corrobora com os resultados observados em
Baltazar et al. 2019 e vinculam estas medidas, originalmente definidas para analises
de conectividade, com medidas espectrais. Para se observar este efeito, usualmente
em um teste estatistico, determina-se o tamanho da amostra a priori e procede-se
com a coleta de dados. Em funcédo do tamanho da amostra utilizada neste trabalho
(previamente coletada e utilizada em outros trabalhos), tivemos de adotar um nivel
de significancia maior (de 10%) que é a opcédo alternativa ao controle amostral.
Importante ressaltar que esta analise nao possui um carater exploratério, sendo bem

definido o efeito que pretende-se observar (em fungéo do ritmo beta).



Apds a analise de grupo, aplicamos um teste para observar a origem da
diferenca no grupo. Em estatistica, o teste de Nemenyi € um teste post-hoc que visa
encontrar os grupos de dados que diferem apds um teste estatistico global (como o
teste de Friedman) rejeitar a hipétese nula de que o desempenho das comparagdes

nos grupos de dados é semelhante. O teste realiza testes de desempenho em pares.



3. Resultados

A partir da Tabela 1, € possivel observar que no paradigma stroop,
considerando os 4 ritmos cerebrais estudados, o ritmo beta € o que demonstra maior
destaque, apresentando maior tamanho da core network em comparagdo com 0s

outros ritmos.

STROOP DELTA THETA ALPHA BETA TOTAL
20160728 Total 4 2 4 13 23
20160811 Total 4 4 7 11 26

20160728MW, Total 6 5 9 14 34

20161031BM Total 6 6 9 11 32

20160809 Total 7 5 10 13 35

20160729 Total 3 2 7 10 22

20161031 Total 7 2 5 7 21
Média 5285714286 | 3,714285714 | 7,285714286 | 1128571429 | 2757142857

Mediana 6 4 7 " 26

Tabela 1: Tamanho da core network para cada ritmo cerebral no paradigma stroop
(p-valor=0,0252).

STROOP DELTA THETA ALPHA BETA TOTAL
20160728 qtd D (1) 0 1 0 3 4
20160811 qtd D (1) 1 2 4 6 13

20160728MW|  qtd D (1) 2 1 5 7 15
20161031BM|  qtd D (1) 0 1 3 5 9
20160809 qtd D (1) 2 2 4 8 16
20160729 qtd D (1) 0 2 3 5 10
20161031 qtd D (1) 1 1 2 4 8
Soma 6 10 21 38 75

Média 0,8571428571 | 1,428571429 3 5428571429 | 10,71428571
Mediana 1 1 3 5 10

Tabela 2: Quantidade de hubs divergentes em cada ritmo cerebral (p-valor=0,0534).



STROOP DELTA THETA ALPHA BETA TOTAL
20160728 gtd N (0) 3 0 2 10 15
20160811 qtd N (0) 1 2 1 0 4

20160728MW|  qtd N (0) 3 2 2 2 9

20161031BM|  gtd N (0) 2 3 2 2 9
20160809 qtd N (0) 1 3 4 1 9
20160729 qtd N (0) 1 0 0 1 2
20161031 gtd N (0) 2 1 1 0 4

Média 1,857142857 | 1571428571 | 1714285714 | 2285714286 | 7,428571429
Mediana 2 2 2 1 9

Tabela 3: Quantidade de hubs neutros em cada ritmo cerebral (p-valor=0,1939)

Além disso, pela Tabela 2, observa-se o numero de hubs divergentes
(levando em consideragao que o p-valor equivale a 0.0534) € maior no ritmo cerebral
beta, enquanto, ndo ha diferenga significativa nas quantidades de hubs
convergentes e neutros entre os diferentes ritmos cerebrais, como apresentado na
Tabela 3 e na Tabela 4.

STROOP DELTA THETA ALPHA BETA TOTAL
20160728 qtd C (2) 1 1 2 0 4
20160811 qtd C (2) 2 0 2 5 9

20160728MW| qtd C (2) 1 2 2 5 10

20161031BM| qtdC (2) 4 2 4 4 14
20160809 gtd C (2) 4 0 2 4 10
20160729 qtd C (2) 2 0 4 4 10
20161031 qtd C (2) 4 0 2 3 9

Média 2571428571 | 0,7142857143 | 2571428571 | 3571428571 | 9428571429
Mediana 2 0 2 4 10

Tabela 4: Quantidade de hubs convergentes em cada ritmo cerebral (p-valor=0,3608)

O teste estatistico Nemenyi posthoc também demonstra que, tanto no
tamanho da core network (Tabela 5) quanto na quantidade de hubs divergentes que
o ritmo apresenta (Tabela 6), o ritmo cerebral beta diferencia-se significativamente
dos ritmos delta e theta. E interessante notar que o ritmo alpha ndo apresenta
resultados significativamente distintos de nenhum outro ritmo, enquanto o ritmo beta

€ 0 unico que se destaca nesse teste estatistico.



Nemenyi posthoc test | Delta Theta Alpha Beta
Delta 1,0000 0,4686 0,7879 0,0476
Theta 0,4686 1,0000 0,0808 0,0003
Alpha 0,7879 0,0808 1,0000 0,3472
Beta 0,0476 0,0003 0,3472 1,0000

Tabela 5: Teste Posthoc para o tamanho da core network em cada ritmo cerebral

Nemenyi posthoc test | Delta Theta Alpha Beta
Delta 1,0000 0,8873 0,1629 0,0007
Theta 0,8873 1,0000 0,5337 0,0103
Alpha 0,1629 0,5337 1,0000 0,2930
Beta 0,0007 0,0103 0,2930 1,0000

Tabela 6: Teste Posthoc para a quantidade de hubs divergentes em cada ritmo

cerebral

4. Discussao e Consideragoes Finais

Ja esta bastante consolidado na literatura que a banda Beta (12-30 Hz) esta
relacionada ao estado de pensamento ativo, atencao ativa e resolucédo de problemas
(Sanei and Chambers, 2013). Isto estd conforme o resultado que encontramos, que
evidencia que a core network € maior no ritmo Beta no paradigma de stroop, se
comparado aos outros ritmos. Outros estudos que analisaram o comportamento dos
ritmos cerebrais durante tarefas de stroop ou de concentragdo chegaram a
resultados interessantes.

Um estudo de Lim, Yeo e Yoon (Lim et al., 2019) observou que, em relagao ao
repouso, as ondas Alfa e Teta diminuiram durante uma tarefa de concentragdo. Em
relacdo as ondas Beta, verificou-se um aumento durante a concentragao nos lobos
frontal e occipital e uma diminuicdo no lobo temporal e na regido central. Outro
estudo, feito por Xavier, Su Ting e Fauzan (Xavier et al.,, 2020), evidenciou um
aumento estatisticamente significativo na poténcia das bandas teta (regides frontal e
occipital) e beta (regido occipital) durante a realizagdo da tarefa de stroop. Além

disso, o beta absoluto mostrou aumento global durante a tarefa. Apesar das



diferencas de resultados nos outros tipos de onda, em ambos os estudos utilizando
o EEG foi evidenciada a importancia do ritmo beta nesse tipo de tarefa.

Na literatura ainda ha poucos estudos a respeito da classificagcdo dos hubs.
Entretanto, Baltazar e colegas (Baltazar et al., 2019) verificaram que os hubs
divergentes sdo mais estaveis nos estados comportamentais de repouso ou tarefas
cognitivas, se comparado aos hubs neutros e convergentes. Além disso, em tarefas
de stroop e 2-back, os hubs divergentes tém uma contribuigdo mais representativa
quando comparados aos hubs convergentes. Isso corrobora com nossos resultados
que evidenciam a importancia de hubs divergentes durante a tarefa de stroop, uma
vez que observamos que a quantidade de hubs divergentes é maior no ritmo beta.

Na literatura conseguimos encontrar de forma separada, evidéncias da
importancia do ritmo beta e de hubs divergentes para paradigmas atencionais como
o stroop, entretanto este trabalho conseguiu mostrar a importancia dos dois em
conjunto e a forma como conectividade e ritmos cerebrais estdo associados. Este é
o primeiro trabalho, até onde sabemos, a associar medidas de conectividade
cerebral com ritmos cerebrais, trazendo uma inovagdo a esta area de estudo e
abrindo portas a novas possibilidades de analises e descobertas cientificas.

E valido mencionar que o p-valor encontrado no teste estatistico sobre a
quantidade de hubs divergentes em cada ritmo cerebral é insatisfatério para um
nivel de significancia de 5%. Esse valor pode ser influenciado pelo tamanho da
amostra em nosso estudo, que é relativamente pequeno, ja que houve apenas 7
sujeitos no experimento. Como aumentar o espago amostral é inviavel, optamos por
adotar um nivel de significancia de 10% para se observar o efeito na comparacao de
grupos (diminuindo o intervalo de confianga), ou seja, o tamanho da core network no
ritmo beta é significativamente diferente dos outros ritmos cerebrais, algo que o

Nemenyi posthoc test corrobora.

5. Conclusao
Os resultados obtidos neste estudo evidenciam a importéncia da integragao
entre analises espectrais e de conectividade para a compreensdo da dinamica
cerebral durante tarefas cognitivas de atengdo. A predominancia do ritmo beta em
termos de extensdo da core network e numero de hubs divergentes reforca seu

papel ja consolidado na literatura como marcador de estados de atencgéo ativa e



controle cognitivo. Além disso, a classificagdo dos hubs em convergentes,
divergentes e neutros, aplicada a cada ritmo cerebral, permitiu identificar com maior
precisao as regidoes de maior relevancia funcional no processamento durante tarefas
cognitivas.

Ao propor uma metodologia que une decomposi¢do em ritmos cerebrais,
inferéncia de conectividade por entropia de transferéncia normalizada e analise de
centralidade de grafos, este trabalho oferece uma nova abordagem para estudos em
neurociéncia computacional. Apesar do numero reduzido de voluntarios limitar a
generalizagdo estatistica dos achados, os resultados obtidos abrem caminhos
promissores para investigagbes futuras com amostras ampliadas e outras tarefas
cognitivas. A associagao entre ritmos cerebrais e propriedades estruturais de redes
neurais pode contribuir significativamente para o avanco de aplicagdes clinicas e

tecnolégicas envolvendo EEG.
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Abstract

This monograph aims to study the formation of heavy quark bound states,
focusing on the charmonium system (c¢), using the Schrédinger equation with
the Cornell potential. To this end, a progressive review of fundamental quantum
mechanics problems with analytical solutions is carried out, including the infinite
potential well, the harmonic oscillator, and the hydrogen atom. These cases provide
the necessary conceptual and mathematical foundation for analyzing more complex
systems. The Schrodinger equation is then solved numerically for the c¢ system,
employing the finite element method via the NDEigensystem function in Mathema-
tica. The results obtained show excellent agreement with available experimental
data, with a relative error below 3%, indicating that the nonrelativistic treatment,
combined with the Cornell potential, is suitable for describing the structure of
charmonium bound states. Finally, possible extensions of the model are discussed,
such as the inclusion of hyperfine effects and the application of the method to the
bottomonium system (bb).

ii



Resumo

Esta monografia tem como objetivo estudar a formacao de estados ligados de
quarks pesados, com foco no sistema de charmoénio (c¢), utilizando a equacao de
Schrodinger com o potencial de Cornell. Para isso, é conduzida uma reviséao pro-
gressiva de problemas fundamentais da Mecanica Quantica que admitem solugdes
analiticas, como o pogo de potencial infinito, o oscilador harménico e o atomo de
hidrogénio. Essas etapas estabelecem a base conceitual e matematica necessaria
para o estudo de sistemas mais complexos. A equacdo de Schrodinger é, entio,
resolvida numericamente para o caso do c¢, empregando-se o método dos elementos
finitos por meio da funcdo NDEigensystem do software Mathematica. Os resultados
obtidos mostram excelente concordancia com os dados experimentais disponiveis,
com erro relativo inferior a 3%, evidenciando que o tratamento nao relativistico,
aliado ao potencial de Cornell, é adequado para descrever a estrutura dos estados
ligados de charmoénio. Por fim, sdo discutidas possiveis extensdes do modelo, como
a inclusdo de efeitos hiperfinos e a aplicacdo do método ao sistema de bottomoénio

(bb).
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Introducao

Sabe-se que, na fisica, todas as forcas conhecidas que atuam entre os objetos
— sejam eles macroscopicos ou microscopicos — podem ser descritas por quatro
interagcdes fundamentais: gravitacional, eletromagnética, forte e fraca. Essas inte-
ragdes governam o comportamento da matéria e da energia em todas as escalas,
desde as menores particulas subatémicas até a estrutura do universo como um
todo. Cada uma delas desempenha um papel essencial na descricdo dos fendmenos
naturais [1, 2, 3, 4].

A interagdo gravitacional é responsavel por manter os planetas em Orbita, formar
galaxias e governar a dinamica do universo, sendo descrita como uma forca de
atragdo entre corpos com massa. A gravidade possui alcance infinito e domina em
escalas astronomicas, embora seja a mais fraca das quatro interacdes fundamen-
tais [4].

Jaa interacao eletromagnética, por sua vez, atua entre particulas eletricamente
carregadas e é responsavel por fendmenos como a eletricidade, o magnetismo
e a luz. Trata-se de uma forca muito mais intensa que a gravidade, também de
alcance infinito e, portanto, que desempenha papel central em processos atdmicos,
moleculares e na propagacao de radiagdo eletromagnética [4].

A interacdo forte, por outro lado, é a responsavel por manter os quarks confinados
dentro dos hadrons, como prétons e néutrons. Seu efeito residual, conhecido como
forca nuclear forte, mantém os préotons e néutrons unidos no interior dos nucleos
atdmicos, superando a repulsio elétrica entre os protons. E cerca de 100 vezes mais
intensa que a interagao eletromagnética, porém seu alcance é extremamente curto,
limitado ao tamanho de um préton, aproximadamente 10~ m [4].

Por fim, associa-se a interacdo fraca a processos de decaimento radioativo, como
o decaimento beta, no qual um néutron se transforma em um préton, emitindo
um elétron e um antineutrino. Essa interacdo desempenha um papel essencial na
geracdo de energia nas estrelas e na sintese de elementos no universo. Seu alcance
¢é ainda menor que o da interacdo forte — cerca de mil vezes menor que o raio de
um nucleo atdmico — e sua intensidade é aproximadamente 10* vezes inferior a da
interacgao eletromagnética [4].

Denomina-se modelo padrao da fisica de particulas elementares a teoria que
unifica as interacdes eletromagnética, forte e fraca, deixando de fora somente a
forca gravitacional. Neste modelo, as particulas fundamentais — aquelas que nao
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Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter

interactions / force carriers

(fermions) (bosons)
I II 111
mass = =2.16 MeV/c? ~1.273 GeV/c? ~172.57 GeV/c? 0 ~125.2 GeV/c?
charge | % % % 0 0
spin | % U Y C % t 1 9 0 H
up charm top gluon higgs
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- ) ) 0
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down strange bottom photon
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electron muon tau Z boson
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electron muon tau

neutrino neutrino neutrino W boson

Figura 1.1: O modelo padrio das particulas elementares: composto por doze férmions, seis
léptons e seis quarks, e os cinco bosons fundamentais. Fonte: Wikipedia.

possuem estrutura interna — estdo agrupadas em dois grandes grupos: as particulas
com spin inteiro (como 0, 1 ou 2), conhecidas como bosons, e as com spin semi-inteiro
(como 1/2, 3/2, etc.), conhecidas como férmions [1].

O primeiro deles — os bdsons — sdo, em sua maioria, responsaveis por mediar
as interacoes fundamentais entre os férmions. Nesse grupo do modelo padrido da
fisica de particulas, se fazem presentes os seguintes mediadores: o foton, que media
a interacdo eletromagnética; o glion, que carrega a forga forte; os bésons W* e
Zy, que transmitem a forca fraca. Além desses, ha também o boson de Higgs, uma
particula escalar (spin 0) que ndo media interacdes, mas ¢ fundamental para o

mecanismo que confere massa as particulas elementares: o mecanismo de Higgs [1].

Por outro lado, o segundo grupo — férmions — obedecem, pela natureza de seu
spin, ao principio da exclusdo de Pauli, que estabelece que dois férmions idénticos
nao podem ocupar simultaneamente o mesmo estado quéntico. Entre eles, estdo
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Figura 1.2: Representagio pictérica do charménio, um estado ligado formado pela combi-
nacdo de quarks e antiquark cc. Fonte: Wikipedia.

as particulas que constituem a matéria, como os quarks up e down — que, quando
combinados, formam os proétons e néutrons — e o elétron [1].

Além disso, no modelo padrao, os férmions sio separados em dois subgrupos:
os léptons (elétron, muon, tau e seus respectivos neutrinos) e os quarks up (u),
down (d), charm (c), strange (s), top (t), e bottom (b). Os léptons interagem via
forca eletromagnética e fraca, enquanto os quarks, via eletromagnética e forte,
ja que, além de carga elétrica (seja ela positiva ou negativa), também carregam
carga de cor: vermelho (R), verde (G), e azul (B). Os gltions, mediadores da forca
forte, carregam combinacdes de cor e anticor. Essa caracteristica representa uma
diferenca fundamental em relacdo ao eletromagnetismo, cuja particula mediadora
— o féton — ndo possui carga elétrica, sendo eletricamente neutro [1, 2, 3, 4].

Um resumo das principais propriedades das particulas que fazem parte do modelo
padrédo e a forma com que estdo organizados em seus blocos (férmions, bosons,
léptons e quarks) esta esquematizado na Fig. 1.1.

Entretanto, na natureza, somente estados compostos de “cor branca” (ou os cha-
mados singletos de cor) podem existir como particulas fisicas observaveis ! [1, 2, 3].

Desta forma, observa-se na natureza somente a formacao de dois tipos de hadrons:
(i) mésons — compostos por quark + antiquark com, respectivamente, uma cor e
sua anticor — e (ii) barions compostos por trés quarks com cores diferentes (RGB),
sendo que nos dois casos, a combinag¢do da cor de seus componentes resulta na
cor branca, como discutido acima. Isso se deve a propriedade do confinamento,
que pode ser compreendida, de forma simplificada, por meio do comportamento
do potencial entre quarks. Sabe-se que esse potencial cresce linearmente com a

1 Note que essanomenclatura estabelece um paralelismo intencional com o sistema de cores aditivas
RGB, visando facilitar a compreensao das interagdes e justificar por que certas combinacdes de
quarks sdo permitidas enquanto outras ndo. No final, a combinacdo de cores deve resultar em
uma cor neutra (branca ou nula), mas é importante destacar que os quarks nao sdo “coloridos”
no sentido literal.
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distancia, o que implica que os quarks nao podem ser separados livremente. Ao
tentar isolar um quark de outro, a energia necessaria se torna tao elevada que,
em vez de liberta-lo, torna-se energeticamente mais favoravel criar um novo par
quark-antiquark, dando origem a novos hadrons — impedindo, assim, a existéncia
de quarks livres na natureza [1, 2].

Neste trabalho, investiga-se a formacao, particularmente, de mésons pesados
compostos por um quark charm c e seu antiquark correspondente ¢ *, que sdo
representados de forma esquematica na Fig. 1.2 [1, 2].

O estado de charmoénio mais conhecido e abundante é a particula J/{ que —
desde sua descoberta, em 1974 [5, 6] — representou um marco fundamental para
a Cromodinamica Quantica (QCD), por diversas razdes, entre elas: (i) forneceu a
primeira evidéncia direta da existéncia de quarks pesados, em particular do quark
charm (c); (ii) reforcou a interpretacdo dos quarks como constituintes elementares
da matéria e consolidou a QCD como a teoria correta para descrever a forga forte;
(iii) possibilitou, por meio do estudo de seu espectro e de seus estados excitados,
a investigacdo detalhada do potencial de interacdo quark-antiquark em curtas
distancias, aprofundando a compreensao geral da comunidade cientifica sobre o
confinamento de quarks e a liberdade assintética [7, 8].

Uma das vantagens de se estudar o espectro dos estados de charmonio é que
esses sistemas podem ser descritos, em boa aproximagao, por uma abordagem néo
relativistica [9, 10, 11, 12]. A justificativa para tal aproximacio reside no fato de
que a massa do quark charm ¢ significativamente maior que a escala tipica da QCD,
caracterizada por Agcp ~ 200 MeV. Isso significa que o quark ¢ ndo é acelerado
com a mesma intensidade que quarks leves pela interagao forte, resultando em
velocidades médias moderadas no referencial do centro de massa do sistema ligado.

Em termos quantitativos, sua velocidade relativa satisfazv ~ p/m, < 1, onde
m. é a massa do quark c, e p o momento relativo entre os quarks. Essa condicdo
justifica o uso da equacao de Schrodinger com potenciais efetivos para descrever o
espectro dos estados cc [1, 2, 11].

Um dos potenciais efetivos mais amplamente utilizados na QCD para esse fim é
o potencial de Cornell, desenvolvido por Estia J. Eichten, Kurt Gottfried, Toichiro
Kinoshita, John Kogut, Kenneth Lane e Tung-Mow Yan [9, 10] na Universidade de
Cornell, motivo pelo qual recebe esse nome.

O potencial de Cornell é composto pela soma de dois termos principais — veja

2 O quark ¢ possui uma massa relativamente elevada, estimada entre 1,4 — 1,5 GeV. Em contraste,
os quarks leves u e d e s apresentam massas significativamente menores, com valores tipicos de
2,2 MeV, 4,7 MeV e 96 MeV, respectivamente.
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Eq. (3.4) — que refletem aspectos fundamentais da forca forte em diferentes regimes
de distancia [9, 10]:

« Um termo Coulombiano, dominante em curtas distancias, que descreve a
interacdo entre quark e antiquark quando estao muito proximos — analogo
ao potencial eletrostatico de Coulomb entre cargas elétricas;

« Um termo linear de confinamento, relevante em longas distancias, que re-
presenta o crescimento linear da energia necessaria para separar o par ¢q,
evidenciando o fendémeno do confinamento.

A combinacio desses dois termos permite capturar, de forma eficaz, o fenomeno
de liberdade assintotica da QCD que deixa os quarks livres em pequenas distancias
e os confinam em grandes distancias.

O objetivo desta monografia é apresentar um estudo introdutério sobre a for-
macao de estados ligados e a espectroscopia de charmdnios, utilizando o potencial
efetivo de Cornell como elemento central. Para isso, serd resolvida numericamente
a equacao de Schrodinger radial, com o intuito de determinar os diferentes valores
de energia de ligacdo associados a esses sistemas. A partir dessas energias, serdo
calculadas as massas dos estados ligados que serao identificados por meio da nota-
ciio espectroscopica JC. Por fim, os resultados obtidos serdo comparados com o0s
valores experimentais disponiveis na literatura.

Esta monografia esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se
a derivacao da equacdo radial unidimensional que sera utilizada para descrever os
estados ligados do sistema c¢, além da discussao sobre as condi¢des de normalizagao
da funcdo de onda. No Capitulo 3, é introduzido em detalhes o potencial de Cornell,
abordando-se suas motivacdes fisicas e estrutura matematica. Apresenta-se também
uma breve introducio 4 notagio espectroscopica J*, empregada para classificar
os diferentes estados de charménio com base em seus niimeros quanticos. O Capi-
tulo 4 é dedicado a descricdo da metodologia numérica empregada e a apresentagao
dos resultados obtidos para o espectro de massas do charmoénio. No Capitulo 5,
sdo apresentadas as conclusdes do trabalho, bem como discussdes sobre possiveis
extensoes e perspectivas futuras deste estudo. No apéndice A, detalha-se o método
utilizado para a obtenc¢do das fun¢des de onda e os respectivos niveis de energia
do poco de potencial infinito unidimensional e bidimensional. No apéndice B, é
descrito o calculo dos niveis de energia de um oscilador harmoénico quantizado
unidimensional, bem como suas respectivas funcdes de onda com base nos poliné-
mios de Hermite. Por fim, no apéndice C, mostra-se a solucéo da parte angular da
equacdo de Schrodinger, mostrando a simetria dos harmonicos esféricos resultantes
com base nos polindmios associados de Legendre.
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A Equacao de Schrodinger para
potenciais centrais

Na fisica classica, o comportamento futuro de uma particula pode ser previsto
usando as leis de Newton. Conhecendo a for¢a, F que atua sobre ela, torna-se
possivel a resolucdo da equagio da segunda Lei de Newton, em sua forma diferencial,

9=

F = m%, (2.1)
para determinar sua posicao, 7(t), e velocidade, v(t), em qualquer instante de
tempo, t. Apesar das possiveis dificuldades matematicas, o principio fundamental é
simples: resolver esta equacao diferencial e interpretar suas solu¢des. Um exemplo
disso é o movimento de planetas, que, sob a forca gravitacional, seguem trajetorias
elipticas exatas, ou os cometas que podem seguir trajetorias elipticas, parabdlicas
ou hiperbdlicas. Isto ilustra a natureza deterministica da fisica classica [13].

Entretanto, as particulas fundamentais, como os elétrons e quarks, nao se movem
conforme as leis classicas do movimento descritas pela Mecanica Newtoniana e,
tampouco, possuem uma natureza deterministica. Em vez disso, essas particulas
seguem os principios da Mecanica Quantica.

Neste Capitulo, ha uma breve introducdo da Equacgéo de Schrédinger, que sera
utilizada para descrever o estado ligado c¢, bem como as propriedades principais
de sua funcido de onda.

2.1 Equacao de Schrodinger independente do
tempo e a funcao de onda

Devido a dualidade onda-particula, a caracterizagao de sistemas quanticos, como
o caso de um estado ligado de quarks c¢, pode ser descrito por uma quantidade
complexa denominada func¢io de onda, representada pelo simbolo {/(x, y, z), em
que (x,y, z) sdo as coordenadas espaciais [14].

Como ocorre no caso das ondas classicas, a funcdo de onda é a solucido de uma
equacio diferencial parcial conhecida como Equacdo de Schrodinger independente
do tempo, que foi proposta em 1926 pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger. Ele
postulou que uma particula quantica de massa m, movendo-se sob a influéncia de
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um potencial V(x, y, z), satisfaz a seguinte equacéo diferencial parcial [14, 15]

2
LV 2) + V(69 W 0,2) = Y (%,9,2), (2.2

emque 2 = h/2m, sendo h a constante Planck, E é a energia total do sistema quantico.

Ja V2 é o operador laplaciano, que em coordenadas cartesianas ¢ definido como

V2 (x,7) = ("—2 il

82
o2 + a—yz g) ¢(x, y, Z) . (23)

Percebe-se que a Eq. (2.2) representa, em esséncia, a conservagdo de energia,

onde o primeiro termo do lado esquerdo corresponde a energia cinética da particula
3, enquanto que o segundo ¢ a energia potencial. Logo sua soma produz a energia
total, E, do sistema.

Ja a funcdo de onda, ¥(x,y, z), por ser uma quantidade complexa, ndo pode
ser medida diretamente, e, portanto, nao se pode atribuir nenhuma interpretagéo
fisica para esta funcdo. Ela nada mais é do que uma representacdo matematica
abstrata do estado do sistema, tendo significado somente no contexto da teoria
quéantica [14, 15].

Entretanto, a densidade de probabilidade — p(x, y, z) — de encontrar a particula
na posicio (x, y, z), poderia ser obtida a partir da funcdo de onda pela relagao [15],

p(x,y.2) = ¥ (xy.2)|* =¢* (x4, 2)¥(x,y,2) . (2.4)

Desta forma, a probabilidade de encontrar a particula em uma regido R é dada por

= ///Rdxdy dz|y(x,y,2)|°, (2.5)

e portanto — ao normalizar — a probabilidade de encontrar a particula em qualquer
regido do espaco deve ser igual a 1 [14, 15]

/dx/dy/dzllﬁ(x y,2)|* = (2.6)

3 Lembre-se que em mecénica quantica, estabelece-se a correspondéncia entre o momento da
particula e o operador diferencial p — i7iV. Desta forma, o operador energia cinética é dado por
K= _Itye
K=—5-V°
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2.2 Equacao de Schrodinger em coordenadas
esféricas

Nesta secdo, considera-se que o potencial que atua no sistema ligado de quarks c¢
tem simetria esférica, i.e., depende da variavel radial r. Como mostrado na Fig. 2.1,
considere que o anticharm Cesta em repouso na origem, enquanto o quark c esta a
uma distancia r da origem, movendo-se sob a acdo do potencial V(r) e com energia
cinética, p?/(2u). Nesse caso i é a massa reduzida definida como

mcmg _ me

_ =M 2.7
K me + mg 2 ( )

ja que particula e antiparticula possuem a mesma massa, m, = mg.

Figura 2.1: Coordenadas esféricas polares para o charmoénio. O antiquark ¢ esta na origem
e o quark ¢ em um raio r na diregdo determinada pelos angulos polar 6 e azimutal ¢. Fonte:
Figura original modificada da Ref. [13].

E importante frisar que em um sistema de duas particulas, o movimento interno
dessas duas particulas em torno de seu centro de massa é equivalente ao movimento
de uma Unica particula com uma massa reduzida.

A Equacio de Schrodinger independente do tempo, em trés dimensdes, para uma
particula de massa p assume — em coordenadas esféricas — a forma [13, 15, 16]

-h—2V2¢ +V(r)y = Ey. (2.:8)
2p

Note que para manter a nota¢ido compacta, foram omitidas as dependéncias funci-
onais da funcio de onda i/ := ¢/(r, 0 ¢) e V? e as componentes do Laplaciano em
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coordenadas esféricas, que sdo dadas por

v? 2 Y 1 81// 1 &Y
—_— . 2.9
V= r2 ar ( or | 7sing 89 Sinb3g 2 sin? 6 dg? 29)

A dificuldade em resolver a Eq. (2.8) esta relacionada a forma especifica do
potencial V(r) considerado. Para alguns casos simples, é possivel obter solu¢des
analiticas; no entanto, na maioria das situacoes, a equacgao requer um tratamento
numérico. Antes de aplicar métodos numéricos, porém, é necessario reescrever
essa equacao diferencial parcial em trés dimensdes como um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias. Ao fazer este procedimento, através do método de separagio
de variaveis, sdo introduzidos naturalmente trés niimeros quanticos, que emergem
das condicoes de contorno impostas a solugdo da equagédo de onda [13, 16]. Dessa
forma, espera-se que a Eq. (2.8) apresente trés nimeros quanticos associados as
diferentes direcdes do espaco.

2.3 A equacao radial e os nimeros quanticos

Nesta secao, a equacdo que descreve a parte radial do estado ligado cc é derivada
a partir da aplicacdo do método de separacdo de variaveis. Neste processo, a
quantizacéo tanto da energia quanto do momento angular surge naturalmente das
condicdes de aceitabilidade impostas a funcdo de onda. Além disso sera discutida
a origem e o significado fisico dos nimeros quénticos n, £, m que emergem como
consequéncias diretas da estrutura matematica da equacio.

O primeiro passo na solugido de uma equacéo diferencial parcial, como a Eq. (2.8)
é buscar solucdes separaveis, escrevendo a funciao de onda como uma funcao de
cada variavel individual [13, 15, 16]. Escrevemos

¥(r.0,4) = R(r)0(0)P(4), (2.10)

onde R depende apenas da coordenada radial r, © depende apenas de 0, e @ depende
apenas de ¢.

Substituindo essa forma na equagdo na Eq. (2.8) e reorganizando os termos, a
equacdo diferencial parcial se separa em trés equacdes diferenciais ordinarias, uma
para cada coordenada: radial (R(r)), azimutal (©(60)) e polar (?(¢)). As expressdes
finais para as trés equacoes diferenciais obtidas sdo dadas abaixo.
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A equacgdo associada a coordenada ¢ é

d*®

@ ,
dg?

Ela tem como solucdes funcdes periodicas do tipo &(¢) = €™, com o niimero quan-

tico magnético m € Z, exigido pela condigao de periodicidade ®(¢ + 27) = @(¢).
J& a equacao associada a coordenada 6

1 d (. ,do)
sin6do \" Y " dp

m*®($) =0, (2.11)

2
m

+e(t+1) - —
sSin

9] 0(0) =0 (2.12)

Esta equacdo define os polinomios associados de Legendre, e os numeros quanticos
¢ e m surgem da exigéncia de solucdes regulares e normalizaveis em 0 € [0, ].
A equacio radial resulta da parte dependente de r
w4 2d o+
AVREE) ey
r?

V(r)—E+ R(r) =0, (2.13)

dr? d

Essa equacdo contém o potencial V(r) e leva a quantizacdo da energia por meio
do nimero quantico principal n. O termo com (£ + 1)/r® representa a barreira
centrifuga associada ao momento angular orbital.

Desta forma, a equagao para ¢(¢) leva a quantizacdo do momento angular em
torno do eixo z, introduzindo o nimero quantico magnético m, enquanto a equagao
para ©(6) envolve os polindmios associados de Legendre e define o niimero quantico
azimutal ¢. Por fim, a equacéo radial depende de r e contém o potencial efetivo,
resultando na quantizagio da energia e na introducdo do niimero quantico principal
n.

Assim, os trés nimeros quanticos (n, £, m) surgem naturalmente como consequén-
cia das condicdes de contorno e da normalizagio da funcio de onda. Cada um possui
um papel fisico bem definido: n determina os niveis de energia permitidos, ¢ esta
associado ao modulo do momento angular orbital, e m a sua projecdo ao longo do
eixo de quantizagao. Na Tabela 2.1 é apresentado um resumo dos nimeros quanticos
introduzidos, os valores que cada um pode assumir e seus significados fisicos.

Para derivar a versao final da equacéao radial que sera resolvida, sera adotado
o sistema de unidades naturais, onde 77 = ¢ = 1, e a seguinte substitui¢do sera
implementada na Eq. (2.13)

u(r) =rR(r), (2.14)

Capitulo 2
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Numero Simbolo | Valores Possiveis | Significado Fisico

Quantico

Principal n n=123,... Determina os niveis de
energia permitidos para
o sistema.

Azimutal 4 £=0,1,...,n—1 Relacionado ao mo-

(ou orbital) mento angular orbital.

Magnético m m=—¢—f{+1,...,f | Representa a projecao
do momento angular ao
longo do eixo z.

Tabela 2.1: Numeros quanticos associados a solucéo da equacgio de Schrédinger em coor-
denadas esféricas.

resultando na forma

1 d*> ¢(t+1)

+
2pdr? 2ur?

+V(r)|u(r) = Eu(r), (2.15)

que ¢é a equagao principal deste trabalho e sera resolvida numericamente no Capi-
tulo 4.

2.4 Normalizacao da funcao de onda

Normalizar a funcdo de onda é uma etapa fundamental em mecanica quantica,
pois garante a validade da interpretacdo probabilistica da fun¢do de onda. Para
estados ligados, a funcdo de onda deve ser quadrado-integravel, ou seja, a integral
do moédulo ao quadrado da funcdo de onda sobre todo o espaco deve ser finita.
Escrevendo a fun¢do de onda como

Wn{’m(r’ 9’ ¢) = Rn{,(r)Y[m(G, ¢): (216)
onde Y;,,(0,¢) = ©(0)P(¢), sdo os chamados harmodnicos esféricos [veja Apén-

dice C]J.
Neste caso a condicdo de normalizagio expressa pela Eq. (2.6) se torna

0 e 2T
/ / / |Rue (M) |2 Yem (6, §)|*r* sin @ dr dfd¢ = 1, (2.17)
o Jo Jo
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onde a parte angular ja esta normalizada a 1 sobre a integracdo do angulo s6lido

/ |Yym (6, $)|*sin0dOdep =1, (2.18)
a condicdo de normalizagdo simplifica para
/0'0<|)R,,g(r)|2r2 dr=1, ou /OoTun[(r)|2 dr=1. (2.19)
Definindo
A= /0 DTunAr)lz dr. (2.20)

a constante de normalizacdo N sera dada por

N=—— (2.21)

VA’
o que produz a fungio normalizada, @,,(r)

tne(r) = Nuye(r) . (2.22)

2.4.1 Subniveis de energia e degenerescéncia

O principio de exclusdo de Pauli estabelece que dois férmions ndo podem ocupar
o mesmo estado quantico simultaneamente. Se todos os elétrons de um atomo
estivessem no mesmo nivel de energia do estado fundamental, e.g, todos os atomos
seriam idénticos e ndo haveria a formacéo de ligagdes quimicas. Isso porque sido
os elétrons da camada de valéncia que determinam as propriedades quimicas das
moléculas.

Assim, os nimeros quanticos n, £ e m, definem subniveis de energia, cada um
com capacidade para acomodar até 2(2¢ + 1) elétrons, levando em conta também o
numero quantico de spin [13].

Com isso, é possivel organizar a distribui¢do eletronica de um atomo em seu
estado ligado segundo o principio de Aufbau, preenchendo os subniveis de energia
em ordem crescente da soma n + £. Quando dois subniveis possuem o mesmo valor
de n + ¢, ocupa-se primeiro aquele conforme estabelece a regra de Madelung.

O ndimero quantico ¢ designa as denominagdes dos estados s (sharp), p (principal),
d (diffuse) e f (fundamental), que correspondem, respectivamente, aos valores

Capitulo 2
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£ =0,1,2,3. Essas designacdes tém origem historica na analise espectroscopica dos
atomos e sdo amplamente utilizadas para descrever a distribui¢éo eletrdnica nos
orbitais atomicos.

A Tabela 2.2 mostra os valores de n e £ que determinam os estados dos subniveis
de energia. Note que a capacidade de cada subnivel ndo depende de n, mas sim de .
Isso ocorre porque é £ e determina a degenerescéncia espacial do subnivel, ou seja,
a quantidade de orbitais disponiveis, e, consequentemente, 0 nimero maximo de
elétrons que ele pode acomodar.

Capacidade
n | £ | Subnivel 2(2¢+1)
110 1s 2
210 2s 2
21 2p 6
310 3s 2
311 3p 6
410 4s 2
3|2 3d 10

Tabela 2.2: Subniveis de energia para alguns estados de n e ¢.

Por defini¢do, dois ou mais estados sdo degenerados quando diferentes combi-
nagdes de numeros quanticos resultam em estados com a mesma energia. Esse
fendmeno, conhecido como degenerescéncia, torna-se mais evidente a medida que
aumenta o numero de dimensdes do sistema, refletindo a maior diversidade de
configuragdes possiveis que compartilham a mesma energia [13].

2.5 Espectro de energia para diferentes tipos de
potenciais

Nesta secdo, avalia-se os comportamentos previstos pela equacdo de Schrodinger
na presenca de dois tipos de potenciais. O primeiro é o potencial coulombiano, que
descreve a interacdo eletrostatica entre o elétron e o proton no atomo de hidrogénio.

Capitulo 2
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Em seguida, analisa-se o potencial do oscilador harménico tridimensional. Ambos
os potenciais sdo exemplos fundamentais em mecanica quantica, amplamente
utilizados devido a sua relevancia tedrica e variedade de aplicagdes em diferentes
areas da fisica.

2.5.1 O atomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio é composto por um proéton e um elétron e, como ambas
as particulas possuem carga elétrica, estdo sujeitas a interacdo eletromagnética
descrita pelo potencial coulombiano expresso por

e’ 1

- (2.23)

V(r)=- ,
(r) 4meyr

em que e é a carga elementar, € é a permissividade elétrica do vacuo e r é o raio
entre o proton e o elétron.

Para determinar o espectro de energia do atomo de hidrogénio, deve-se, primeiro,
resolver a parte radial da equacdo de Schrodinger dada pela Eq. (2.15). Para isso,
substitui-se o potencial da Eq. (2.23) na Eq. (2.15), o que resulta na seguinte equagao
de autovalor

1.d> e(e+1) €

1
21 dr? 22 pp— u(r) = Eu(r). (2.24)
onde E ¢ a energia do estado ligado do atomo de hidrogénio e y é a massa reduzida
do sistema.

A partir da resolugio da equacéo acima, é possivel encontrar as funcdes de onda
mostradas na Fig. 2.2 e suas respectivas energias — dependentes apenas de n — que
sdo dadas por

mee*

Ep= -
" 2(4mey)?n?

n=123,... (2.25)

Na Tabela 2.1, apresentamos as combinacdes possiveis dos niumeros quénticos n
e ¢, considerando seus respectivos valores permitidos.

Capitulo 2
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2P - state
1S - state

r(u.a)

Figura 2.2: Funcoes de onda u, ¢(r) do atomo de hidrogénio para os estados caracterizados

pelos numeros quénticos n = 1 e £ = 0 (curva em azul) e n = 2 e £ = 1 (curva em vermelho).

Note que, para obter a solucdo da Eq. (2.15), toma-se /1 = 1.

2.5.2 O oscilador harménico
Considera-se, outro exemplo de um sistema tridimensional, onde a particula de
massa m esta sujeita a um potencial do tipo de um oscilador harménico

1
V(r) = Emwzrz, o =vk/m, (2.26)

onde w é a frequéncia angular, k é a constante da mola.
O procedimento é muito similar ao do atomo de hidrogénio. Substituindo o
potencial da Eq. (2.26) na Eq. (2.15), obtém-se

> e(t+1
— - u +m?0?r? + 2mE|u(r) =0, (2.27)
dr? r?

onde substituimos y = m. Apoés a solucdo, encontramos que a expressdo das energias
quantizadas do oscilador tridimensional é dada por

3
En:(2n+£’+5)w, N=2n+7¢, (2.28)

onde n é o numero quantico radial (niimero de nds na parte radial da funcdo de
onda) e N é o nimero quantico total.

Capitulo 2
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Na Fig. 2.3 mostramos as funcdes de onda u;o(r) e uz;(r) para o oscilador
harménico.

— 5l ]

— (1)

U (1)

r(u.a)

Figura 2.3: Funcdes de onda u, ,(r) do oscilador harménico para os estados caracterizados
pelos nimeros quanticosn = 1 e £ = 0 (curva em azul) e n = 2 e £ = 1 (curva em vermelho).
Note que utilizamos 7 = 1 para obter a solucio da Eq. (2.15).

Dessa forma, ao comparar as Egs. (2.25) e (2.28), observa-se que, no caso particular
de um potencial do tipo coulombiano, as energias dependem apenas do nimero
quantico principal n. No entanto, para outras dependéncias funcionais do potencial
em r, essa degenerescéncia é quebrada. Isso é ilustrado no exemplo do oscilador
harmonico tridimensional, em que a energia passa a depender tanto de n quanto de
¢, ou equivalentemente de N = 2n + ¢.

Na Fig. 2.4, sdo comparados os espectros de energia dos estados s e p resultantes
do potencial coulombiano, V(r) o 1/r, com aqueles obtidos para o potencial do
oscilador harmoénico, V(r) « r?. Observa-se, nesse caso, que a degenerescéncia
presente atomo de hidrogénio é quebrada quando se considera um potencial com
dependéncia quadratica em r [2].

No caso do potencial de Cornell, que sera utilizado para descrever o estado ligado
cc, é natural esperar que o espectro de energia apresente dependéncia tanto no nu-
mero quantico principal n quanto no nimero quantico orbital ¢. Essa caracteristica
reflete a quebra da degenerescéncia observada em potenciais mais simples, como o
coulombiano, sendo essencial para reproduzir adequadamente a estrutura fina dos
niveis do sistema de charmonio.
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3s 3p 3s
3p
wn
8
an
g 2
2 2
Lﬁ S p S
2p
1s 1s
(a) Coulomb (b) Oscilador Harménico

Figura 2.4: Niveis de energia dos estados s e p para (a) um potencial de Coulomb (1/r) e (b)
o oscilador harménico (r?) para valores de n = 1,2,3 e £ = 0, 1. Fonte: Adaptado da Ref. [2].
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Foi apresentado no capitulo anterior, ao estudar o atomo de hidrogénio, o conceito
de estado ligado, que — para a mecénica quantica — é caracterizado como um
sistema onde a solugdo da equagdo de Schrodinger indica um confinamento de suas
particulas a uma regido do espaco devido a acdo de um potencial atrativo. Nesses
casos, a energia total do sistema é negativa, o que significa que ele é mais estavel
unido do que separado. Essa diferenca entre a energia dos constituintes livres e a
energia do estado ligado é chamada de energia de ligacao.

Embora esta monografia se concentre na descrigao de estados ligados utilizando,
como principal ferramenta, a equacdo de Schrodinger, é importante destacar que
essa ndo ¢é a unica abordagem possivel. Na verdade, ao aplicar a equacdo de Schro-
dinger para descrever estados ligados, esta se limita a situacdes em que o regime é
nao relativistico — ou seja, é necessario garantir que as particulas que formam os
mésons tenham velocidades muito menores que a da luz (v < ¢).

Para sistemas em que os efeitos relativisticos sdo relevantes, como mésons for-
mados por quarks leves ou estados altamente excitados, é necessario recorrer a
abordagens mais sofisticadas baseadas na teoria quantica de campos, que forne-
cem uma descri¢do consistente mesmo quando as particulas se movimentam a
velocidades proximas a da luz.

Neste capitulo, sera apresentado em detalhes o potencial de Cornell, que modela
a interacgao forte entre o quark c e o antiquark ¢, possibilitando a formacao do
estado ligado cc.

Também sera incluido o termo de interacdo spin-spin, fundamental para repro-
duzir corretamente o espectro de massas do charménio. Por fim, sera feita uma
breve introducéo as notacdes de nimeros quéanticos JC e espectroscopica, titeis
para classificar e distinguir a ampla variedade de estados ligados c¢ que podem ser
formados.

3.1 Linhas de campo e o confinamento

Infelizmente, para o caso da QCD, ndo se sabe derivar qual é o potencial que
descreve a interacdo dos quarks dentro dos mésons. Na tentativa de descrever
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esta interacdo, foram desenvolvidos modelos fenomenoldgicos * que capturam os
principais aspectos da forga forte.

1/r2

force———

& ®

distance———

force——

O o

distance——

Figura 3.1: As linhas de campo elétrico que conectam duas particulas com cargas elétricas
opostas. A intensidade da forca é dada pela lei de Coulomb (parte superior). As linhas de
campo de cargas de cor permanecem confinadas no tubo de fluxo, resultando em uma forca
praticamente constante, independentemente da separagéo entre os quarks (parte inferior).
Fonte: Figura obtida na Ref. [17]

Para compreender a construgdo do modelo que descreve a interacdo entre quarks
dentro dos mésons, é util comparar o comportamento das linhas de fluxo elétrico ou
— geradas por cargas elétricas ou imas — com as linhas de fluxo cromomagnéticas,
que seriam geradas pelas cargas de cor dos quarks.

E possivel visualizar as linhas de campo elétrico por meio de um experimento
em que um fluido, como um 6leo que contém particulas eletricamente carregadas, é
submetido a um campo elétrico gerado entre duas placas condutoras. Nesse arranjo,
as particulas se alinham seguindo a direcao do campo, tornando visivel o padrao
das linhas de campo elétrico, que se assemelha a configuracdo mostrada na parte
superior da Fig. 3.1. O espalhamento dessas linhas est4 associado a conhecida forca
de Coulomb, cuja intensidade decai com o inverso do quadrado da distancia a carga.

No caso da QCD, entretanto, a estrutura nao trivial do vacuo da teoria altera
significativamente o comportamento das linhas de fluxo — neste caso, as chama-
das linhas de fluxo cromomagnéticas. Ao contrario do eletromagnetismo, essas
linhas ndo se espalham livremente, mas tendem a se atrair e a se confinar em

4 Modelos fenomenoldgicos sdo descri¢des tedricas que buscam representar o comportamento
observado de um sistema fisico com base em dados experimentais, sem necessariamente derivar
todos os resultados a partir dos principios fundamentais da teoria.
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Figura 3.2: Confinamento das cargas de cor na QCD. Ao tentar separar duas cargas de cor
(quark e antiquark) h4a um aciimulo de energia no tubo de fluxo e torna-se energeticamente
mais favoravel criar um novo par quark-antiquark, em vez de permitir a separagio completa
dos quarks originais. Fonte: Figura obtida na Ref. [17].

uma regido estreita, formando um tubo de fluxo, como ilustrado na parte inferior
da Fig. 3.1. Como resultado, a forca entre um quark e um antiquark permanece
aproximadamente constante a medida que a distancia entre eles aumenta. Essa
forca é conhecida como tensdo da corda, pois o tubo de fluxo comporta-se como
um fio elastico que exerce sempre a mesma forga, independentemente de quanto
seja esticado [17].

Devido a forca forte que mantém o quark e o antiquark unidos, a tensdo da
corda corresponde a uma forca de ligacdo extremamente intensa — da ordem de
F =16.000 kg X g, ou cerca de 157 mil Newtons [17]. Conforme o par é separado,

mais energia é acumulada no sistema, até que o tubo de fluxo se rompe no meio.

Nesse ponto, o vacuo da QCD responde criando espontaneamente um novo par
quark-antiquark, que se combina com os quarks originais para formar dois novos
mésons, como ilustrado na Fig. 3.2. Portanto, é nesse sentido que se diz que a carga
de cor permanece confinada, uma vez que os quarks nunca aparecem isoladamente,
pois o proprio campo que os liga produz novas particulas antes que isso possa
acontecer.

Por outro lado, quando os quarks estdo extremamente préoximos uns dos outros, a
interacdo entre eles se torna surpreendentemente fraca. Esse fenomeno é conhecido
como liberdade assintotica: a forga forte diminui com o aumento da energia (ou,
equivalentemente, com a diminui¢io da distancia entre os quarks) [7]. Assim, em
escalas muito pequenas, os quarks se comportam quase como particulas livres,
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interagindo fracamente entre si. Esse comportamento é uma das marcas mais
notaveis da QCD.

Com base nessas duas propriedades fundamentais da QCD - confinamento e
liberdade assintética - foram desenvolvidos modelos fenomenolégicos de potencial
para descrever a interacdo entre os quarks dentro dos mésons. O mais famoso desses
modelos foi proposto em 1974 por pesquisadores da Universidade de Cornell [9, 10]
e é especialmente relevante para o estudo dos quarkénios, que sdo mésons formados
por um quark pesado ¢ ou b e seu antiquark correspondente ¢ ou b.

As altas massas dos quarks ¢ ou b tornam mais adequados as aproximagdes
nao relativisticas, em comparacido com os quarks leves. Por isso, os quarkdnios
constituem sistemas ideais para testar modelos de potencial quark-antiquark e

investigar as propriedades da interagao forte em regimes intermediarios de energia.

3.2 O potencial de Cornell

Como visto, a for¢a no fluxo de tubos entre dois quarks interagindo em longas
distancias é uma constante, que sera denotada como —o. Ja para curtas distancias,
quando quark e antiquark estao muito proximos e livres da forca forte, interagem
de forma analoga a forca eletrostatica de Coulomb entre cargas elétricas. Como
consequéncia, a equacio que descreve o comportamento dessa forca sera:

K
F(r) :—(—2+cr), (3.1)
r
onde k é a constante de acoplamento efetivo da interacao de curto alcance (parte

Coulombiana) e r a distancia entre quark e antiquark. Como a for¢a é menos o
gradiente do potencial, podemos escrever que

V(r) =- /F(r) dr+C, (3.2)
o que resultara
K
V(r)=——+or. (3.3)
r
que é exatamente a forma do potencial de Cornell °.

5 A constante, C, que aparece na Eq. (3.2) é uma constante arbitraria, normalmente definida de modo
que o potencial tenha um valor de referéncia em uma certa distancia, por exemplo, V() = 0, ou,
V(o0) = 0.
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Parte Linear

Potencial de Cornell

V (GeV)

05l

Parte de Coulomb

-2.0—L
C

r(Gev?)

Figura 3.3: Grafico do potencial de Cornell dado pela Eq. (3.4) para a5 = 0.350 € 0 = 0.15
(curva em preto). Note que para pequenos valores de r a parte de Coulomb (curva em
azul) é dominante, ja para grandes r, a parte linear (curva em vermelho) é que possui a
contribui¢do mais relevante.

Sendo assim, o potencial de Cornell é composto pela soma de dois termos princi-
pais que incorporam aspectos fundamentais da forca forte nos regimes de curta e
longa distancias [9, 10]:

+ O termo coulombiano, dominante em curtas distancias, que descreve a inte-
racdo entre quark e antiquark quando estdo muito préoximos — analogo ao
potencial eletrostatico de Coulomb entre cargas elétricas;

+ O termo linear de confinamento, relevante em longas distancias, que re-
presenta o crescimento linear da energia necessaria para separar o par qq,
evidenciando o fenémeno do confinamento.

Na parte coulombiana do potencial de Cornell, o fator k reflete a natureza da
interacdo de cor entre um quark e um antiquark, sendo proporcional a a;, a constante
de acoplamento forte. Diferentemente do eletromagnetismo, em que a forga entre
cargas é proporcional ao produto das cargas elétricas, na QCD a interagdo depende
da estrutura do grupo de simetria SU(3), responsavel pela dindmica da cor. Os
quarks pertencem a representacdo fundamental desse grupo e a intensidade da
interacdo entre eles é determinada pelo chamado fator de Casimir, denotado por
Cr. No caso da representagdo fundamental de SU(3), esse fator assume o valor
Cr = 4/3, resultado do produto dos geradores do grupo t* associados a troca de
glions entre os quarks [2, 3].
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Assim, o potencial de Cornell assume a forma
4a
V(r)=—=+or. (3.4)
3r

Como mencionado anteriormente, a combinacio desses dois termos presentes na
Eq. (3.4) permite capturar, de forma eficaz, tanto o comportamento assintoticamente
livre da QCD em pequenas distancias quanto o confinamento dos quarks em grandes
distancias. Isto esté ilustrado na Fig. 3.3, que mostra separadamente as contribuicoes
da parte coulombiana (curva azul), dominante em curtas distancias (r — 0), e da
parte linear (curva vermelha), que prevalece em grandes distancias (r — o). A
combinacdo dessas duas componentes da origem ao potencial de Cornell completo
(curva preta), que reproduz de forma qualitativa os principais aspectos da interacéo
quark-antiquark previstos pela QCD.

Por fim, vale destacar que, por se tratar de uma modelagem fenomenologica, a
literatura apresenta diferentes propostas para o termo de confinamento no potencial
quark-antiquark. Algumas abordagens consideram formas alternativas, como um
termo quadratico, V(r) ~ r?, ou logaritmico, V(r) ~ In(r). No entanto, neste
trabalho sera adotada a forma linear, V(r) = or, por ser a mais amplamente utilizada
e bem estabelecida em estudos de espectroscopia de hadrons pesados. Ressalta-se
que, no intervalo de distancias acessivel experimentalmente, essas diferentes formas
de potenciais confinantes ndo produzem distincoes significativas nas configuracoes
fisicas relevantes [1].

3.3 Interacao spin-spin

O potencial de Cornell, expresso pela Eq. (3.4), descreve bem os niveis de energia
principais do sistema c¢, mas ignora os efeitos do spin. Em outras palavras, ele ndo
diferencia estados com o mesmo nimero quantico orbital, £, mas com diferentes
acoplamentos de spin. Para corrigir este fato, a interacdo entre os spins dos quarks
constituintes deve ser considerada, adicionando ao potencial o seguinte termo de
interacao spin-spin [18]

16

2
c

Vis(r) = & (r)

S(S+1) - g] , (3.5)
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em que

3
K1 2.2
S(r)=|—=]| e™". 3.6
o= (5) »

Assim, o potencial total V1(r) que sera considerado neste estudo é a soma do
potencial de Cornell, expresso pela Eq. (3.4), com o termo de interacdo spin-spin
dado pela Eq. (3.5), i.e.,

Vr(r) = V(r) + Vi (r). (3.7)

A inclusdo da interagdo spin-spin atua de forma significativa em estados de onda
s devido a sua natureza local (proporcional a [5°(r)]), permitindo explicar, por
exemplo, a diferenca de massa entre as particulas J /¢ (vetor 177) e 1. (pseudoescalar
07"), estados com a mesma estrutura orbital, mas com spins acoplados de maneira
distinta. Assim, esse termo ¢é essencial para reproduzir corretamente o espectro
observado do charménio.

3.4 Notacao de nimeros quanticos e notacao
espectroscopica

3.4.1 Notacao de numeros quanticos de spin-paridade-carga

Uma maneira conveniente para descrever e nomear estados quanticos é usar a
notacio de nimeros quanticos, representada como J7¢, que é composta por trés
numeros quanticos: J, P, e C [3].

O momento angular total do sistema, J, combina o0 momento angular orbital, L,
com o momento angular de spin, S, e seus valores permitidos variam dentro do
intervalo

Je{|lL-S|,|IL-S|+1,...,L+S}. (3.8)

Ja a paridade, P, é uma simetria discreta associada com a inversao espacial da
fun¢do de onda de uma particula através da origem (espelhamento), r — —r [3].
Atuando o operador paridade, P, sobre a funcdo de onda, /(r, t), obtemos

Py (r,t) = Pay(-r,1), (3.9)

onde P, é um fator de fase constante e a identifica o tipo de particula [2]. Para recu-
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perar a funcao de onda original, pode-se atuar o operador P duas vezes sucessivas
de forma, ou seja,

PPY(r,t) = y(r,1), (3.10)

o que nos leva a concluir que P, = +1.

Quando a particula esta em repouso, isto ¢, seu momento linear p é igual a zero,
a funcdo de onda associada a ela é um autoestado da paridade P com autovalor
P,(-1) [2]. Com isso, P, é chamado de paridade intrinseca da particula a, ou seja, é
a propriedade dessa particula que contribui, juntamente com a paridade das demais

particulas e o momento angular orbital, para determinar a paridade total do sistema.

Na QCD, as intera¢des sempre conservam paridade.

Por convencdo, quarks tém paridade intrinseca igual a (+1) e anti-quarks tém
paridade intrinseca igual a (—1), de modo que a paridade total de um méson, nesse
caso o charmonio, sera dada pela seguinte expressao

Py = P.P:(-1)" = (-1)H*1, (3.11)

sendo L o momento angular orbital do par charm-anticharm [2].

A conjugacdo de carga, C, é uma simetria discreta que permite a conversao de
particulas em suas antiparticulas, alterando os sinais da carga elétrica e de outros
numeros quanticos, enquanto conserva propriedades como momento e spin.

Utilizando a notagédo bra-ket, representa-se a acdo do operador conjugacao de
carga C sobre uma particula a com [1]

Cla) = Cqla) = |a) (3.12)

em que C, é um fator de fase, semelhante ao da paridade. Assim como em P, a
aplicacao do operador C duas vezes sucessivas reestabelece a particula original

CCla) = |a) , (3.13)

onde a particula a é um autoestado da conjugacao de carga C com autovalores
C, = £1. As interagdes na QCD também conservam a conjugacao de carga.

No caso dos quarks, C é composta por dois fatores: (—1)5*!, derivado da mudanca
das fungdes de onda pds-troca particula-antiparticula, e (—1), derivado da troca
entre férmions e antiférmions. Portanto, a conjugacdo de carga C associada ao
charmoénio [2] é

Cee = (=15, (3.14)
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em que L é o momento angular orbital do par charm-anticharm e S é o spin do
méson cc, que assume valores inteiros.

Combinando as Eqs. (3.11) e (3.14), a partir da notacio J7°, podemos escrever,
de forma geral

]PC _ ](_1)L+1,(_1)L+5 ‘ (315)

Por exemplo, para um estado em que L = 0, S = 0, e J = 0, expressamos a notacao
como

JPC = o0 EN™ 2 g (3.16)
e paraum estadoemque L=1,S=0e J = 1, como

JPC = 1 DTEDT 2 g (3.17)

Os estados em que L = 0 sdo chamados de estados-S e os em que L = 1, chamados
de estados-P. Os estados representados pelas notacdes das Eqs. (3.16) e (3.17) sdo os
estados S e P, respectivamente [2, 3, 19].

3.4.2 Notacao espectroscopica

A notacdo espectroscopica foi originalmente desenvolvida para descrever estados
eletrénicos em atomos, onde os momentos angulares orbital (L) e de spin (S) se
acoplam primeiro para formar o momento total (J), especialmente em atomos leves:

n**L;, (3.18)

onde

n: numero quantico principal (1, 2, 3, ...),

S: spin total do sistema (0 ou 1),

L: momento angular orbital (representado por uma letra maiascula: S, P, D, ...),

J: momento angular total (resultante da combinacéo de L e S).
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Na Tabela 3.1 sdo listados os principais estados do espectro do charménio (c¢),
mostrando a correspondéncia entre as notacoes espectroscopica n?S*L 7 e de nume-
ros quanticos JC. Também est4 indicado na tabela o nome da particula associada a
cada estado.

| Notagao n**'L; | J*° | Nome da particula |

115, 0+ 1:(1S)
1S, 1 JIY
21S, 0t 1:(25)
235 1~ y(2S) y/
13Pp, ott xeo(1P)
13p 1 Xe1(1P)
13P2 2++ Xcg(lp)
1'P 1" h.(1P)
1°D, 17 ¥(3770)

Tabela 3.1: Estados do espectro do charménio (c¢), com notagio espectroscopica, nimeros

quanticos J¥C e nome da particula.
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charmonio

Neste capitulo, sdo apresentados os detalhes do tratamento numérico adotado
para determinar o espectro de massas do charmonio utilizando a abordagem nao
relativistica da equacdo de Schrodinger na presenca de um potencial de Cornell
suplementado por um termo de interacdo spin-spin.

Além de descrever o método numérico empregado, também sdo discutidos os
parametros utilizados no potencial, exibindo uma tabela com os valores das massas
obtidas e comparando-os com os dados experimentais disponiveis no Particle Data
Group (PDG) [20].

Por fim, mostra-se os graficos das func¢oes de onda radiais u,(r) e de suas respec-
tivas densidades de probabilidade |u,(r)|? para os estados S e P do charménio.

4.1 Solucao numeérica do problema de autovalor

O objetivo sera resolver numericamente a Eq. (2.15), que, por conveniéncia, esta
reproduzida aqui

1 d*> ¢(t+1)

_— 4V n(r) = Epou, (1), 4.1
2,udr2+ 2ur? +Vr(r) | un(r) oUn(r) (4.1)

com o potencial V(r) dado por [veja as Egs. (3.4) e (3.7) ]
4 o
Vr(r) = 35 + or + V(r), (4.2)
r

onde V,(r) foi definido na Eq. (3.5) e os pardmetros utilizados no potencial foram
fixados com base nos valores fornecidos em [18] e estdo apresentados na Tabela 4.1.

A Eq. (4.1) é um problema de autovalor e autovetor do tipo
I:[un(r) = En,t’un(r) ) (4.3)

onde H denota o operador Hamiltoniano, representado por um operador diferencial
que expressa a soma dos termos de energia cinética e potencial do sistema. A
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Parametros \ Valores \ Unidades ‘

o 0.35 adimensional
o 0.15 GeV?

m. 1.408 GeV

K1 4.0 GeV

Tabela 4.1: Parametros utilizados no potencial de Cornell com interacdo spin-spin dado
pela Eq. (4.2) foram fixados com base nos valores fornecidos em [18].

funcio u,(r) corresponde a autofuncio do operador H, enquanto E, ¢ representa o
respectivo autovalor — interpretado como a energia do estado quantico descrito por
u,(r). A determinagao dessas duas grandezas — u,(r) e E, ; — constitui o objetivo
principal da analise.

Os valores numéricos de u,(r) e E,, foram determinados utilizando a funcao
NDEigensystem do software Mathematica, projetada para resolver problemas de
autovalores e autovetores associados a operadores diferenciais parciais. A estratégia
central desse algoritmo consiste em discretizar o problema continuo, convertendo-o
em um sistema algébrico que pode ser resolvido por métodos da algebra linear.

O Mathematica emprega o método dos elementos finitos para realizar essa discre-
tizacdo. Nesse procedimento, o operador diferencial é aproximado por uma matriz
que atua sobre um espaco vetorial finito, resultando em um problema discreto de
autovalores e autovetores.

Na implementacdo, foram impostas condi¢des de contorno do tipo Dirichlet,
exigindo que u,(r) = 0 parar < 107> GeV~!, o que assegura tanto a regularidade
quanto a normalizagio das solucdes. Essa escolha evita a imposigao direta da condi-
cdoemr = 0, onde a parte coulombiana do potencial pode apresentar singularidades.
Além disso, do ponto de vista fisico, essa condi¢io reflete que a funcao de onda
radial u,(r) deve ser regular na origem, ou seja, finita e sem divergéncias, como
exige a normalizabilidade da solucéo.

Os autovalores obtidos por meio dos resultados computacionais correspondem
as energias dos estados ligados do sistema c¢ na presenca do potencial adotado. A
partir desses valores, é possivel estimar a massa do charmonio por meio da seguinte
relacdo

M =2m, +Eng, (4.4)

onde m, representa a massa do quark charm e E, ; é o autovalor associado ao estado
ligado considerado. Essa formula assume que a massa total do méson resulta da
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contribuicdo das massas dos quarks constituintes somada a energia de interacio
entre eles.

4.2 Espectro de massa e densidades de
probabilidade dos charmonios

A Fig. 4.1 apresenta o principal resultado deste estudo: os valores das massas
obtidas numericamente por meio da solu¢ido da equacdo de Schrédinger para os
estados S e P do charmoénio. Na mesma figura, sao incluidos, para fins de compara-
¢éo, os valores experimentais reportados pelo PDG [20] para os estados em que ha
dados disponiveis.

- ‘ ‘ ~
I Este trabalho |
4.9 g Xco(3P) 465) DG b
4.65 Xeo (4P) .
o neas) yas) 1
§ 4.4 I hc(3P) Xc1(3P) Xe2(3P)
S 4150 s y6s) ]
g 39l Xeo (2P) he (2P) Xe1(2P) Xea(2P) |
w M I 8
< I s) i
2 [ ’70(25) (2 B
365 R Xeo(1P) he(1P) Xc1(1P) PDG 8
3 4 [ e PDG PDG XCZ(IP) R
- J/y(1S) ]
3.15 :* ne(1S) — ;
29L PRG | | | ! | ]

' 0+ ot 1~ 1+~ 1+ o++

]PC

Figura 4.1: Espectro de massas do charmoénio em GeV. No eixo horizontal estdo indicados
os nimeros quanticos J*C dos estados considerados. As predicdes tedricas obtidas neste
trabalho, com base no potencial de Cornell acrescido de um termo de interagao spin-spin,
estdo representadas por linhas continuas na cor preta. As massas experimentais, conforme
reportadas pelo PDG [20], sdo indicadas pelas linhas vermelhas.

Com o objetivo de facilitar a comparacgdo, a Tabela 4.2 apresenta os valores
numéricos encontrados para o espectro de massa tedrico para os estados S e P
do charmdnio, que foram obtidos neste trabalho, em comparacao com os dados
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. , Massas do charmonio em GeV
Notagdo | J* | Méson Este trabalho PDG [20]
118, 0=t | n.(15) 3.0713 2.9839
218, 0™t | n.(25) 3.6301 3.6375

318, 0™t | 7.(39) 4.0337 -
41s, 0t | 7.(45) 4.3771 -
135, 177 | J/¥(1S) 3.1550 3.0969
238, 177 | ¥(25) 3.6855 3.6861
335 17 | ¥(39) 4.0810 -
438, 177 | (49 4.4201 -
535; 177 | ¥(59) 4.7255 -
1lp 1"~ | h.(1P) 3.5130 3.5254
21p; 1"~ | h.(2P) 3.9288 -
31p 1" | h.(3P) 4.2803 -
13P, 0t | xeo(1P) 3.5135 3.4147
23p, 0** | xeo(2P) 3.9295 -
33p, 0** | xeo(3P) 4.811 -
43P, 0t | xeo(4P) 4.5954 -
13P; 1™ | xa(1P) 3.5135 3.5107
23p, 1" | y.(2P) 3.9295 -
33p 1™ | xe1(3P) 4.2811 -
13P, 2% | ye2(1P) 3.5135 3.5562
23p, 2% | xe2(2P) 3.9295 -
33p, 2** | ye2(3P) 4.2811 -

Tabela 4.2: Espectro de massas (em GeV) para os estados S e P do charmonio, obtido através
da solugéo da equacéo de Schrodinger com o potencial de Cornell acrescido de um termo
de interacao spin-spin (quarta coluna). A primeira coluna traz a notacéo espectroscopica
nZS“L], a segunda, os nimeros quanticos J¥C e a terceira, os nomes dos mésons corres-
pondentes. Para fins de comparacéo, a quinta coluna exibe os valores experimentais para

oito estados disponiveis no PDG [20].

experimentais disponiveis [20]. Também sdo mostrados nas outras colunas as
notagdes n?>*1L; (primeira), J*¢ (segunda) e os nomes dos mésons correspondentes

(terceira).
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Comparando os valores tedricos, mie,, com os dados experimentais, Mexp, dispo-
niveis para os oito estados do charmonio reportados pelo PDG, observa-se que o
maior erro relativo, &, - definido como

|mexp — Mieo
frel = ——————, (4.5)
Mexp

ocorre no estado 0**, que é um méson escalar (spin nulo), denominado y.o(1P),
sendo da ordem de & = 2,893 x 102. Dessa forma, pode-se concluir que os resulta-
dos obtidos neste trabalho mostram-se bastante proximos dos valores experimentais
reportados pelo PDG [20].

Por fim, na Fig 4.2 estdo dispostas as funcdes de onda radiais, u,(r) (painéis
superiores) e as densidades de probabilidade, |u,(r)|?, (painéis inferiores) associadas

aos estados 0 (particula 7.) (esquerda) e 17~ (particula h.) (direita) para valores
den=1,23,4.

—n=1
—n=2 0.4 —n=2
—n=3 —n=3
0.2

—n=4 o —n=4

Uy (r) (GeVz)

Uy (r) (GeVz)

-0.6

()] (MeV)
(D) (MeV)
s

0

0 5 10 15 20 ) s T )

r(Gev) (Gev)

Figura 4.2: Funcdes de onda u,(r) (painéis superiores) e densidades de probabilidade
lun (r)|? (painéis inferiores) associados aos estados 0~* (1.) (esquerda) e 1*~ (h.), (direita)
para valores de n = 1, 2, 3, 4.

E observavel que, para valores de r ~ 15 GeV™!, a densidade de probabilidade
|un (r)|? torna-se praticamente nula. Isso indica que é altamente improvavel que o
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sistema de charmoénio possua um raio superior a 3,5 fm, considerando a conversao
1 GeV™! %~ 0,197 fm. Esse comportamento reflete a natureza compacta do sistema
c¢, cuja distribui¢ao espacial é bem confinada [18].

Uma medida quantitativa dessa extensdo é fornecida pelo raio médio, dado por

(r) :/Omrlun(r)l2 dr. (4.6)

No caso do méson J/i/, o valor encontrado para o (r) = 0,456 fm resultando em
um valor que é abaixo de 1 fm, que é o tamanho tipico de sistemas hadrénicos
compostos por quarks pesados.
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Conclusoes

Com o objetivo de estabelecer a base conceitual necessaria para o estudo da
formacao de estados ligados do sistema cc, este trabalho iniciou com uma revisao
preliminar de topicos fundamentais em Mecanica Quantica, com énfase nas aplica-
¢des da equacdo de Schrodinger. A abordagem comegou pela analise de um sistema
unidimensional, modelado pelo pogo de potencial infinito, cuja solu¢io analitica foi
obtida. Nessa configuracdo, observou-se que o numero quantico principal n surge
naturalmente da imposicao das condi¢des de contorno nas extremidades do poco,
onde a particula encontra-se confinada. Como consequéncia, os niveis de energia e
as funcoes de onda assumem formas quantizadas, sendo expressos por multiplos de
constantes que dependem do valor inteiro de n.

Na sequéncia, o problema foi generalizado para o contexto bidimensional. Essa
extensdo evidenciou o surgimento de dois nimeros quanticos, ny e n,, demons-
trando que a dimensionalidade do sistema determina o ndmero de parametros
quanticos necessarios para descrever seus estados. Além da quantizacdo da energia,
esse modelo introduziu o conceito de degenerescéncia: diferentes combinagdes de
n, e ny podem resultar no mesmo valor energético, indicando que distintos estados
quanticos podem compartilhar o mesmo nivel de energia. Um resumo das solucdes
para os casos unidimensional e bidimensional encontra-se no Apéndice A.

Posteriormente, foi analisado o oscilador harménico quéantico unidimensional,
conforme resumido no Apéndice B. Para esta situacio, a equagido de Schrodinger
foi formulada para uma particula de massa m sujeita a um potencial harmoénico do
tipo %mwzxz, onde w é a frequéncia angular do sistema. Por meio de uma mudanca
de variavel adequada, a equacdo diferencial resultante pdde ser resolvida em termos
dos polindmios de Hermite, que determinam as fung¢des de onda normalizaveis do
sistema.

Apos isso, com o intuito de estudar a formagao de um estado ligado com solugéo
analitica, foi investigado o atomo de hidrogénio em trés dimensdes. Este sistema,
composto por um préton e um elétron ligados pela interagao eletromagnética, foi
modelado assumindo o préton fixo na origem, que é possivel pois sua massa é
significativamente maior que a do elétron. A equacdo de Schrodinger tridimensio-
nal foi expressa em coordenadas esféricas, e o método de separacdo de variaveis
permitiu converté-la em um sistema de trés equagdes diferenciais ordinarias para as
coordenadas r, 0 e ¢. A equacdo radial levou aos polinémios de Laguerre, enquanto
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as equagdes angulares geraram os harmonicos esféricos Yz, (60, ¢), que descrevem
a dependéncia angular do sistema. As propriedades relevantes desses harmonicos
estdo sumarizadas no Apéndice C.

De forma analoga ao atomo de hidrogénio, foi estudado o positrénio, um sistema
ligado formado por um elétron (e”) e um positron (e*), unidos pela interagio
eletromagnética. A massa total do positronio é aproximadamente a soma das
massas dos dois constituintes (m, = 0,511 MeV), acrescida da energia de ligacao.
Esta ultima é da ordem de Eje = % X (—13,6 eV) = —6,8 €V, valor inferior ao do
hidrogénio pois sua massa reduzida é a metade da do atomo de hidrogénio. Assim,
a massa total do positronio é aproximadamente 1,0219 MeV [1].

Com essa base, o estudo voltou-se a investigacdo da formacao do estado ligado
cc. Para isso, partiu-se da equacdo radial do atomo de hidrogénio, substituindo-se o
potencial de Coulomb pelo potencial de Cornell, acrescido de um termo de interagao
spin-spin, conforme descrito no Capitulo 3. Essa modificacio inviabiliza solucdes
analiticas, exigindo métodos numéricos para a determina¢do dos autovalores de
energia E,; e das func¢des de onda radiais u,(r).

A resolucao numérica foi realizada com o auxilio do software Mathematica, por
meio da funcdo NDEigensystem, que implementa o Método dos Elementos Finitos.
Os detalhes da metodologia e os resultados obtidos — incluindo o espectro de massa
dos estados ligados do charménio — encontram-se no Capitulo 4.

Ao se comparar as massas calculadas com os oito valores experimentais dispo-
niveis no Particle Data Group (PDG), observou-se que o erro relativo maximo é
Erel < 2,893 X 1072. Esse resultado sugere que tanto o tratamento nao relativistico
baseado na equacao de Schrédinger quanto a escolha do potencial de Cornell séo
apropriados para descrever a estrutura dos estados de charménio.

E importante ressaltar que, nesta analise, nio foram considerados outros efeitos
de estrutura fina e hiperfina no potencial, tais como o acoplamento spin-6rbita (LS)
e o operador tensorial, conforme discutido em [19]. A inclusdo desses termos permi-
tiria um detalhamento adicional da estrutura fina do espectro, possibilitando uma
descricao mais precisa das diferencas entre estados com mesmo nimero quantico
principal, mas diferentes combinagdes de spin e momento angular. A consideracdo
desses efeitos representa uma continuacdo natural e relevante para estudos futuros.

Embora a analise tenha se concentrado na formacao dos estados c¢, o0 mesmo
formalismo pode ser estendido para sistemas ligados formados por outros quarks
pesados, como o bottomdnio (bb). Nesse caso, seria necessario ajustar os parametros
livres do potencial para refletir adequadamente a dindmica associada a maior massa
do quark bottom. Além disso, como os efeitos relativisticos nesse sistema sdo ainda
menos significativos do que no charmonio, o tratamento nao relativistico torna-se
ainda mais justificado.

Capitulo 5
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Por fim, a Fig. 5.1 apresenta um grafico comparativo das massas totais e das ener-
gias de ligagao do positrénio, do hidrogénio, do charmoénio (J/¢) e do bottomoénio
(7). O grafico evidencia, de forma clara, a diferenca de escalas entre as interacoes
eletromagnéticas e a interagao forte, tanto em termos de massa quanto de energia
de ligacdo. Enquanto positronio e hidrogénio possuem energias de ligacdo da ordem
de eV — refletindo-se em massas totais significativamente menores — os estados
ligados de quarks pesados apresentam energias de ligacdo da ordem de centenas de
MeV, demonstrando a intensidade da forca forte (QCD) atuante nesses sistemas.

Comparacao de Sistemas Ligados: Positronio,

Hidrogénio, Charménio e Bottoménio
10000
Energia de Ligagéo dos Estados Ligados

Massa Total (MeV)

Positrénio Hidrogénio (H) ~ Charménio (J&) Botioménio

Figura 5.1: Comparagio das massas totais (painel da esquerda) e energias de ligacio (painel
da direita) entre os sistemas ligados: positronio, hidrogénio, charménio (J/¢) e bottoménio
(Y), destacando a diferenca de escalas entre as interacdes eletromagnética e forte.

Em sintese, este trabalho proporcionou uma trajetéria gradual e fundamentada,
desde sistemas quanticos com solucdes analiticas até a aplicacdo de métodos nu-
méricos no estudo de hadrons pesados. A analise da formacao do estado ligado
c¢ demonstrou que a equagdo de Schrodinger, mesmo em sua formulagido nao
relativistica, combinada com o potencial de Cornell, fornece uma descricio consis-
tente do espectro do charmoénio. Os resultados reforcam a relevancia dos modelos
potenciais no contexto da QCD néo perturbativa, destacando sua utilidade como
ferramenta acessivel e eficaz na compreensao qualitativa e quantitativa da estrutura
dos hadrons. Extensdes naturais deste estudo incluem a incorporacéo de efeitos
finos e hiperfinos e a aplicacdo do mesmo formalismo a outros sistemas ligados,
consolidando o papel dos métodos numeéricos no avancgo da fisica de particulas e de
sistemas fortemente interagentes.

Capitulo 5
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Poco de potencial infinito
em uma e duas dimensoes

O poco de potencial infinito ¢ um modelo teérico em que uma particula se move
livremente — isto é, sem influéncia de energia potencial — dentro de uma regiao
limitada, geralmente definida por 0 < x < L no caso unidimensional. Fora dessa
regido, a particula é submetida a um potencial infinitamente alto, o que a impede
de existir fora dos limites do pogo [13].

Para que o termo U (x)i/(x) presente na equacdo de Schrodinger [veja Eq. (2.8)]
nao se torne infinito, o que impediria qualquer possibilidade de encontrar uma
solucéo fisicamente aceitavel, deve-se impor que x < 0V x > L = ¢(x) = 0.
Para preservar a continuidade da funcdo de onda, deve-se assumir que seus valores
externos e internos ao pogo coincidam nas fronteiras, implicando as condi¢des de
contornox =0V x =L = ¢(x)=0.

Em uma dimensdo quando U(x) = 0 a equacdo de Schridinger, Eq. (2.8), pode
ser facilmente resolvida, e sua solucdo é dada por

2mE
¥ (x) = Asinkx + Bcoskx, k:w/%, (A.1)

em que A e B sdo constantes de normalizacao.

Para satisfazer a condicdo de contorno, /(0) = 0, é necessario impor que B = 0.
Japara /(L) = 0 é necessario que kL =nm, n=1,2,3....

Assim, a funcdo de onda apds o processo de normalizacdo, que define o valor de
A, é expressa da seguinte forma,

Un(x) = \/%sin (nLLx) , (A.2)

onde cada estado quantizado n adquire um valor de energia dado por

h?m?n?

E - W . (A.3)

As fungoes de onda, ,(x) e suas respectivas densidades de probabilidades,
[Y(x) K paran = 1,2,3,4, para L = 1 u.a. sio mostradas na Fig. A.1.
De forma analoga ao caso unidimensional, no poco de potencial infinito bidi-
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NARAYAYAY
\/

Figura A.1: As funcdes de onda, ¢,(x) (em azul) e as respectivas densidades de probabili-
dade, |y, (x)|%, (em vermelho) para o poco de potencial infinito unidimensional, para os
estadoscomn=1,2,3 e 4.

mensional é necessario impor condi¢des de contorno tanto na direcdo x quanto na
direcdo y, restringindo a particula a regiado 0 < x < Le 0 < y < L. Considerando
solucdes separaveis da forma y/(x, y) = X(x)Y(y), a equacio de Schrodinger pode
ser resolvida em cada dire¢ao independentemente, resultando em uma fungao de
onda normalizada para o sistema bidimensional [13].

2 ” . (T
Ynen, (X, y) = I sin (n Lﬁx) sin ( yL y) , (A4)

onde a expressao da energia quantizada é dada por

Engn, = = (ni+n;). (A.5)
Observe, por exemplo, que os estados onde n, = 1;n, = 2en, = 2;ny = 1
possuem energias degeneradas.
As densidades de probabilidades, [y, », (x, y) |* para as seguintes combinacdes de
estados n, = 1,n, = 1; ne = 2,ny = 1; ne = 1,ny = 2; ny = 2, ny = 2, sdo mostradas
na Fig. A.2.

Capitulo A
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Capitulo A

Figura A.2: Densidades de probabilidade |, »,, (x, y)|? para o pogo de potencial infinito

bidimensional para os estados: n, = 1,ny = 1,1, = 2,ny = 1,1 = 1,0y = 251y = 2,0y = 2.
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Oscilador harmonico
unidimensional

Neste Apéndice apresenta-se um resumo dos principais conceitos envolvidos na
solucao do oscilador harménico em uma dimensao.

O oscilador harménico quantico constitui uma primeira aproximacéo para o es-
tudo do movimento vibracional de moléculas diatdomicas. Nesse modelo, considera-
se que o sistema oscila em torno de um ponto de equilibrio, e que, para pequenas
oscilagdes, o potencial é aproximadamente quadratico — e, portanto, harmoénico.

Como ja mencionado no Capitulo 2, o potencial do oscilador harménico, (1/2)mwx
torna a resolucdo da equacdo de Schrodinger um pouco complexa, pois envolve o
uso dos polinémios de Hermite.

Apos resolver a Equacgio de Schrodinger, é possivel mostrar que a fungéo de onda
normalizada para o oscilador assume a forma [21, 22]

1/4 1
ma)) —mwxz/Zth(g) , n= 0, l, 2, 3... (Bl)

In(x) = (5= N

hr
onde ¢ = +/(mw/h)x e H,(¢) sdo os polindmios de Hermite.

Em particular, o estado fundamental, n = 0, tem sua funcéo de onda dada por [13]
mw\1/4 2
_ (Mm© —(Vkm/2h)x
h(x) = (22) e .
Cada estado quantizado n tem um valor de energia que é dado por
1
En:(n+§)hco, n=0,1,273... (B.2)

Interessante notar que a menor energia (energia do estado fundamental) para
o oscilador néo é zero, mas sim 7iw/2. Considerando, para o estado fundamental,
a variacdo da posicdo como Ax = +//i/2mw e a varia¢io do momento como Ap =
Vhimw /2, quando fazemos o produto AxAp, obtemos [22]

h
AxAp = =

> (B.3)

que € o valor minimo permitido pelo principio da incerteza de Heisenberg.
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Oscilador harménico unidimensional Capitulo B

As funcdes de onda 1/, (x) e as respectivas densidades de probabilidade |, (x)|?
para os estados com n variando de 0 — 5 estdo mostradas na Fig. B.1.

) T2 Z5) Wz
8} 8 8 p 8
3 6 1 of
4 ) \_/\\“EL L A 3
2 2 2 v
Potantia Potcntia Potdnial
4 2 0 2 4 4 0 2 4 4 =2 0 2 4
w10) Iz 7
8} 8 8
6f 6 ] 6f "\,
4 4
af 4 1 4 5
2} v n=1 2 2 R
~—Potential . * Potdntial * . Potdntial *
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
20 vs0) TSIz
8} 8 1 8
s o /\/\»; o X S
4 1 ab
2 2 N .
of Potential x Potdntal * Potantia x Potantal *
4 2 0 2 4 7] 2 0 2 4 4 2 0 2 4 7] 2 0 2 4

Figura B.1: Funcdes de onda 1/,,(x) (em azul) e densidades de probabilidade |1/, (x)|* (em
vermelho) para o oscilador com n variando de 0 — 5.
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Harmonicos esféricos

Os harmonicos esféricos determinam a estrutura angular da fun¢ao de onda do
atomo de hidrogénio, ou seja, definem a forma e a orientacado espacial dos orbitais,
como a forma esférica do orbital s e a lobular do orbital p. Ja a parte radial se
restringe a determinar o espectro de energias do atomo de hidrogénio.

Os harmoénicos esféricos surgem como resultado da implementacdo da sepa-
ragdo de variaveis [veja Eq.(2.16)] na equagdo de Schrodinger tridimensional em
coordenadas esféricas expressa pela Eq. (2.8). Eles sdo fung¢des de onda angulares
normalizadas e definidos por [15]

(26+1) (£ —|m|)! ,,
Yg,m(H,gb):e\/ o Crm Py m(cos 6), (C.1)

emque € = (—1)" param > 0ee = 1 param < 0, e Py, sdo os polindmios
associados de Legendre.

A Fig. C.1 mostra algumas densidades de probabilidade angulares |Y; (6, ¢)|?
derivadas da resolugdo das Eqs. (2.11) e (2.12) para certos valores de £ e m.

Figura C.1: Densidades de probabilidade angulares |Y; ,, (0, #)|* derivadas da resolugio
das Eqs. (2.11) e (2.12) para alguns valores de £ e m. Os harmonicos Yy, Y1, Y20 € Y31
determinam a forma dos orbitais S, P, D e F, respectivamente.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo analisar os efeitos tedricos da tributagao em mercados sob concorréncia
perfeita e monopdlio, discutindo as principais formulacoes econdmicas relacionadas ao tema. Nao serd abor-
dada a origem ou a formacao dessas estruturas de mercado, mas sim suas consequéncias e implicacoes tedricas
diante da incidéncia de impostos.

Inicialmente, serd apresentada a concorréncia perfeita, com destaque para conceitos fundamentais como
os excedentes do consumidor e do produtor, elasticidades da oferta e da demanda, o equilibrio de mercado,
a férmula do repasse do imposto, a perda de bem-estar (peso morto) associada & tributagdo, entre outros
pontos relevantes.

Na segunda parte, o foco serd o monopdlio. Serdao discutidos sua defini¢ao, a condi¢do de maximizagao
de lucro do monopolista, as nocoes de receita e custo marginal, a perda de bem-estar causada pela restricao
da quantidade ofertada, os efeitos da tributacao e a taxa de repasse do imposto nesse contexto.
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1 Introducao

A incidéncia de impostos em mercados é um tema de grande relevancia na economia, pois afeta diretamente
o bem-estar dos consumidores, os incentivos das empresas e a eficiéncia do mercado. A forma como a carga
tributaria é distribuida entre compradores e vendedores influencia nao apenas os pregos finais dos bens e
servigos, mas também as decisoes de produgao, consumo e investimento.

Nesse contexto, surgem perguntas fundamentais: se um imposto € introduzido em um mercado, o que
acontece com o preco do bem? Quem, de fato, estd arcando com o imposto? os consumidores ou os pro-
dutores? E, caso uma das partes esteja suportando uma parcela maior ou menor da carga tributaria, o que
explica essa assimetria na incidéncia?

Para entender melhor o impacto da tributagao, é fundamental analisar primeiro a incidéncia de impostos
em mercados de concorréncia perfeita. Nesses mercados, a interacao entre oferta e demanda determina de
forma clara a distribuicdo da carga tributédria entre consumidores e produtores.

Em seguida, serd abordada a incidéncia de impostos em mercados com concorréncia imperfeita, onde as
empresas possuem poder de mercado e podem ajustar estrategicamente os pregos em resposta a tributagao.
Monopdlios e outras formas de concorréncia imperfeita possuem mecanismos distintos de repasse e absorcao
do imposto, tornando sua andlise mais complexa e com implicagoes significativas para politicas econdmicas.

2 Oferta e Demanda

Vamos iniciar falando um pouco sobre oferta e demanda, especialmente para aqueles que ainda nao estao
familiarizados com o assunto. Esses dois conceitos sao fundamentais para entender como funcionam os
mercados competitivos, pois descrevem o comportamento de compradores e vendedores.

Preco

Oferta

Demanda

Quantidade

A demanda de mercado é a soma das demandas individuais dos consumidores. Segundo a hipdtese de
monotonicidade das preferéncias, o consumidor prefere mais a menos, desde que tudo o mais se mantenha
constante. Isso implica que, quando o preco de um bem cai, a quantidade demandada tende a aumentar,
tanto pelo maior poder de compra quanto pelo chamado efeito substituicao. Esse padrao fundamenta a lei
da demanda, que estabelece uma relagao inversa entre o preco de um bem e a quantidade demandada,
representada graficamente por uma curva de demanda com inclinagao negativa.

A oferta de mercado, por sua vez, é a soma das quantidades que os produtores estao dispostos a vender.
Conforme o prego de mercado aumenta, o incentivo para ofertar o bem também cresce, levando os produtores
a aumentarem a quantidade ofertada. O oposto ocorre quando os pregos caem. Esse comportamento da
origem a lei da oferta, que afirma que, mantidas constantes todas as outras varidveis, um aumento no preco
leva a um aumento na quantidade ofertada, enquanto uma queda no prego provoca uma redugao na oferta.
A curva de oferta, portanto, possui inclinagao positiva.



3 Competicao Perfeita

Os mercados perfeitamente competitivos sdo os mais simples de analisar do ponto de vista econémico. Em
um mercado competitivo, hd um grande nimero de compradores e vendedores, de modo que nenhum agente
individual tem influéncia significativa sobre o preco de mercado. Cada firma possui controle muito limitado
sobre o preco, pois existem diversas outras empresas oferecendo produtos similares ou idénticos.

Como resultado, uma firma nao tem incentivos para vender abaixo do preco vigente, ja que isso redu-
ziria seus lucros desnecessariamente. Tampouco consegue cobrar um prego mais alto, pois os consumidores
simplesmente buscarao alternativas mais baratas oferecidas por concorrentes. Da mesma forma, nenhum
comprador individual tem poder suficiente para influenciar o preco do bem, pois sua demanda representa
apenas uma fragao muito pequena da quantidade total transacionada no mercado.

Assumimos que a demanda e a oferta sdo suaves e que o excesso de oferta reduz os precos, garantindo um
equilibrio tinico. Além disso, seguindo a literatura predominante, consideramos que os bens fora da industria
analisada sdo fornecidos de forma perfeitamente competitiva, permitindo ignorar o impacto do bem-estar dos
produtores devido a substituicao do consumidor.

P S+t

Pc

o Q

Onde ps = p. — t. Apesar dessa equivaléncia, é convencional considerar que, se o imposto for baixo, os
produtores podem absorver diretamente o custo adicional sem alterar significativamente o prego final. No
entanto, em muitos casos, o imposto ou o aumento de custo ¢ indiretamente ”repassado”ou ”transferido” aos
consumidores.

Dessa forma, utilizamos p, = P para representar o preco pago pelos consumidores e P — t para o prego
recebido pelos fornecedores. Além disso, definimos a taxa de repasse como

_dap
o dt
que expressa a variacao dos pregos pagos pelos consumidores a medida que o imposto aumenta.

p

3.1 O Excedente do Consumidor e do Produtor

O excedente do consumidor é a diferenca entre o valor maximo que os compradores estariam dispostos a
pagar por um bem ou servigo e o valor que eles realmente pagam. Representa o ganho liquido que os consu-
midores obtém por participar do mercado, ou seja, o “beneficio extra” percebido pelos préprios compradores.
Graficamente, é a area entre a curva de demanda e o preco de mercado, acima do preco de equilibrio.

Ja o excedente do produtor corresponde a diferenca entre o preco que o vendedor efetivamente recebe
pela venda de um bem ou servigo e o menor valor pelo qual ele estaria disposto a vendé-lo, que geralmente
reflete o seu custo de produgao. Esse excedente representa o beneficio liquido para o produtor por participar
do mercado, e graficamente fica abaixo do precgo de equilibrio e acima da curva de oferta.

Tanto o excedente do consumidor quanto o do produtor representam os beneficios econémicos obtidos, res-
pectivamente, por consumidores e produtores em uma transagao de mercado. Juntos, compoem o excedente
total, que serve como uma medida do bem-estar economico gerado pelo funcionamento do mercado.



Em um cendrio de concorréncia perfeita, consumidores e produtores tomam os precos como dados e
ajustam suas quantidades ofertadas ou demandadas com o objetivo de maximizar seu bem-estar. Esse tipo
de mercado tende a maximizar o excedente total, promovendo uma alocacao eficiente de recursos, isto €, uma
situagao em que nao é possivel melhorar o bem-estar de um agente sem reduzir o de outro, caracterizando o
chamado 6timo de Pareto.

Assim, os excedentes do consumidor (CS) e do produtor (PS) sdo representados, respectivamente, pelas
integrais ao lado dos graficos abaixo.

P

Py
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Assim, o peso total do imposto, correspondente a quantidade de equilibrio, é repartido entre consumidores e
produtores nas proporcoes p e 1 — p, respectivamente. Com base nessa andlise, Jenkin destacou dois pontos
fundamentais, os quais ficaram conhecidos como o segundo e o terceiro principios da incidéncia em
concorréncia perfeita:

O peso total de um imposto infinitesimal (isto é, partindo de um imposto igual a zero) é compartilhado
entre consumidores e produtores.

A incidéncia econémica (ou simplesmente a incidéncia) de um imposto infinitesimal, ou seja, a razdo entre
a parcela suportada pelos consumidores e a parcela suportada pelos produtores, é dada por:



3.2 Peso Morto do Imposto

Agora analisamos o peso morto (do inglés, Deadweight Loss — DWL), que representa a redugdo do bem-
estar total da sociedade decorrente de uma alocagao ineficiente de recursos. Essa perda ocorre sempre que o
mercado deixa de operar no ponto em que o excedente total, isto é, a soma dos excedentes do consumidor e
do produtor, é maximizado.

Embora seja comum imaginar que, apés a incidéncia de um imposto, o excedente total seja simplesmente
redistribuido entre consumidores, produtores e o governo (via arrecadagio), a realidade é diferente: o exce-
dente total diminui. Ou seja, a soma dos beneficios econdomicos dos trés agentes passa a ser menor do
que antes da intervengao tributaria.

Quando um imposto é aplicado a um mercado, ele distorce os incentivos de compradores e vendedo-
res, reduzindo a quantidade transacionada. Como aprendemos anteriormente, sempre que a quantidade de
equilibrio nao é atingida o mercado torna-se ineficiente. Essa ineficiéncia se traduz em uma perda de bem-
estar que nao é apropriada por nenhum agente: nao vai para o governo, nem para os produtores, nem
para os consumidores. Trata-se de uma perda liquida para a sociedade como um todo.

P
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Essa drea perdida no grafico de oferta e demanda, representada por um tridngulo entre as curvas de
demanda e oferta, entre as quantidades com e sem imposto, é o que chamamos de peso morto. Quanto maior
for a elasticidade da oferta ou da demanda, maior tende a ser essa perda, ja que os agentes respondem mais
fortemente as variacoes de preco causadas pelo imposto, reduzindo ainda mais a quantidade transacionada.

3.3 Elasticidade da Oferta e da Demanda e Taxa de Repasse

A elasticidade-preco da demanda quantifica o grau de sensibilidade dos consumidores em relacéo a alteragoes
no prego de um bem ou servico. Em termos formais, ela indica a variagao percentual na quantidade deman-
dada resultante de uma variagao percentual no preco. Por exemplo, se o preco de um produto aumenta 10%
e, como resposta, a quantidade demandada diminui 20%, a elasticidade-pre¢o da demanda ¢é igual a 2, em
valor absoluto.

De forma anéloga, a elasticidade-prego da oferta mede a sensibilidade dos produtores a variacées no preco
do bem. Essas elasticidades sao expressas pelas seguintes férmulas:

dD P
eq = — ( ) (elasticidade da demanda),

dP D
ds P .
¢s=5' g (elasticidade da oferta).

No ponto de equilibrio de mercado, essas medidas sao fundamentais para compreender como os efeitos de
um imposto ou de uma variacao de prego sao distribuidos entre consumidores e produtores. Assim, para o
equilibrio D(p.) = S(p. — t), temos que:
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Portanto, a partir do resultado obtido, observa-se que a taxa de repasse p é determinada pelas elasticidades
da oferta e da demanda.

3.4 Incidéncia Neutra e Poder de Barganha

A incidéncia fisica dos impostos é considerada neutra no sentido de que, independentemente de quem recolhe
formalmente o tributo, seja o consumidor ou o produtor, o efeito econdémico final sobre os pregos, as quantida-
des transacionadas e a distribuicao do onus fiscal é o mesmo. Em outras palavras, a forma legal de cobrancga
nao altera a incidéncia economica real do imposto. Essa neutralidade decorre do fato de que os agentes
econdémicos ajustam seu comportamento com base nos pregos relativos apés o imposto, e ndo com base em
quem é o responsavel formal pelo recolhimento. Assim, um imposto cobrado diretamente do produtor ou
do consumidor resulta, sob as mesmas condigoes de mercado, na mesma divisao do 6nus tributario entre as
partes.

Em mercados sujeitos a tributagao, a forma como o 6nus do imposto ¢é efetivamente dividido entre compra-
dores e vendedores,isto €, a sua incidéncia econdmica, depende das elasticidades-prego da oferta e da demanda.
Embora essas elasticidades sejam comumente tratadas como medidas de sensibilidade, elas também refletem
o grau de poder de barganha entre as partes envolvidas na transagao.

Um vendedor com oferta altamente eldstica possui maior capacidade de redirecionar sua produgao ou
atender outros mercados, conferindo-lhe maior poder de negociacao: caso os consumidores nao aceitem pagar
precos mais elevados devido ao imposto, o vendedor pode reduzir a quantidade ofertada ou mesmo sair do
mercado.

De forma andloga, um comprador com demanda eldstica consegue substituir facilmente o produto ou
reduzir seu consumo, o que o torna mais resistente a aumentos de prego e, consequentemente, mais capaz de
forgar o vendedor a absorver uma parcela maior do imposto.

3.5 Taxa Média de Repasse e Incidéncia

Suponha que um imposto seja aumentado de forma finita, variando entre to e t1. Seja Q(t) a quantidade
de equilibrio no mercado em fungdo do imposto, e p(t) a taxa de repasse também dependente do imposto.
Nessas condigoes, a analise local implica que:

t1
acst =~ [ Q)

to

aps; = [ 1= pnQu

to

Agora definimos a taxa média de repasse ponderada pela quantidade entre ¢y e t; como:

o _ e
to fttol Q(t) dt :
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Assim, a férmula da incidéncia para uma mudanga finita no imposto mantém a mesma estrutura da andlise
local (ou infinitesimal), desde que a taxa de repasse instantanea p seja substituida pela taxa média ponderada

p.

4 Monopdlio

N. Gregory Mankiw, em seu livro Principles of Economics, define o monopélio como uma estrutura de
mercado em que uma uUnica firma é responséavel pela oferta de um determinado bem ou servigo, sem enfrentar
concorréncia direta e sem a presenca de substitutos proximos para esse produto. Escolhi a definicao de
Mankiw por ser clara e representar bem a ideia geral de monopdlio. Apesar de existirem outras definigoes
em diferentes abordagens, elas nao se afastam muito dessa concepcao.

Neste texto, nao abordaremos as origens ou os processos de formacao dos monopdlios, mas focaremos
exclusivamente em suas causas econdmicas e nas consequéncias que impoem ao funcionamento dos mercados.

No caso do monopélio, nao ha uma curva de oferta bem definida como nos mercados competitivos. O
monopolista escolhe uma quantidade ) a ser produzida e vendida a um prego P, de forma a maximizar
seu lucro. Para analisar esse comportamento, é util considerar duas curvas fundamentais: a curva de custo
marginal, que expressa o custo adicional decorrente do aumento da producao de uma unidade do bem; e a
curva de receita marginal, que representa o acréscimo na receita total obtido pela venda de uma unidade
adicional do produto. A receita marginal e o custo marginal correspondem, respectivamente, as taxas de
variagao da receita total e do custo total em relacao a quantidade produzida.

Assume-se que a funcdo lucro do monopolista é concava em relacado a quantidade produzida, e que tanto
a funcdo de custo C(Q) quanto a funcdo de demanda (representada pela demanda inversa P(Q)) sao suaves,
ou seja, continuas e diferencidveis. A concavidade da funcgao lucro garante a existéncia de um ponto de
maximo, isto é, uma quantidade que efetivamente maximiza o lucro. Ja a suavidade dessas fungoes permite a
aplicacao de ferramentas do calculo diferencial, o que evita descontinuidades e facilita a analise matematica
do problema de otimizagao.

A receita total do monopolista é dada por R(Q) = P - @, e a receita marginal e o custo marginal é dado
a seguir:

P
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A funcao lucro do monopolista é dada por:

L(Q) = R(Q) - C(Q)
Maximizando essa fungao em relacao a quantidade @, temos:
dL(Q) dRQ) dC(Q)

aQ —  dQ dQ

Portanto, o monopolista determina a quantidade ) a ser produzida de modo a maximizar seu lucro, o
que ocorre quando a receita marginal é igual ao custo marginal, isto é, M R(Q) = MC(Q).

=0 = |MRQ) =MC@Q)|




Observagoes: Note que, no caso de concorréncia perfeita, as fungoes de custo marginal e receita marginal
assumem os papéis de curvas de oferta e demanda, respectivamente. Isso acontece porque qualquer aumento
na receita total é causado exclusivamente por um aumento na quantidade demandada. Da mesma forma, o
custo marginal representa o custo gerado pela oferta adicional de uma unidade do bem.

Além disso, no caso do monopdlio, é importante perceber que a funcdo lucro do monopolista precisa
necessariamente apresentar um ponto de méximo. Caso contrario, isso indicaria que a firma poderia aumentar
indefinidamente sua produgao e, com isso, seu lucro — o que nao é realista do ponto de vista econémico. A
existéncia desse ponto de maximo esta ligada a limitagoes naturais, como o aumento do custo marginal em
grandes volumes de producao ou a reducao do preco de mercado a medida que a quantidade ofertada cresce,
fatores que impoem um limite & lucratividade em niveis muito altos de produgao.

4.1 Excedente do consumidor e do produtor sob Monopdélio

Ao se comparar a concorréncia perfeita com o monopélio, observa-se que o excedente do produtor tende a
aumentar sob o monopdlio. Isso ocorre porque o monopolista reduz a quantidade ofertada no mercado e
eleva o preco, o que lhe permite obter lucros maiores por unidade vendida. Por outro lado, o consumidor
sai prejudicado, pois passa a pagar um preco mais alto por uma quantidade menor do bem, o que reduz seu
excedente.

O monopdlio representa, portanto, um desvio em relacao a eficiéncia alocativa ideal, conhecida como
6timo de Pareto. Esse conceito, desenvolvido pelo economista Vilfredo Pareto, descreve uma situagao em que
os recursos estao alocados de forma tal que nao é possivel melhorar a situagao de um agente econémico sem
piorar a de outro.

Vamos agora analisar o excedente do consumidor e do produtor em um mercado monopolista, bem como
suas variagoes apos a aplicagao de um imposto t:

P P

MC+t

MC

Imposto

|
|
!
Q7

Sob monopdlio, o comportamento do consumidor ainda segue a mesma curva de demanda observada sob
concorréncia perfeita. Portanto, continua sendo valida a relacao

acs

7 = —pQ,

O excedente do produtor sob monopdlio é igual ao seu lucro, pois é dado por:
LQ)=[P(Q)-1Q-C

onde P(Q) é o pre¢o como fungdo da quantidade, ¢ é o valor do imposto por unidade, e C' é o custo total
de producao. Portanto, a variacao do excedente do produtor em relacao ao imposto é:

dPS
E

A soma das variagoes dos excedentes em relacdo ao imposto é:

10



dcs dPS
W+W**Q(1+P)7

Dessa analise, obtemos um resultado importante: o fardo do imposto nao é mais inteiramente dividido
entre consumidores e produtores da mesma forma que em um mercado de concorréncia perfeita. No caso
do monopdlio, o peso do imposto é maior do que seria sob concorréncia perfeita. Como consequéncia, as
variacoes nos excedentes sao mais intensas, refletindo uma maior perda de bem-estar econémico.

4.2 Entrada exégena e Peso Morto do Monopdélio

Vamos agora analisar uma forma alternativa e util de expressar a relacao entre o repasse do imposto e a
variacao no bem-estar. KEssa abordagem consiste em considerar o efeito da introdugao, em um mercado
monopolista, de uma quantidade de produto imposta de forma exdgena, ou seja, uma quantidade que entra
no mercado sem controle por parte do monopolista.

Para isso, analisamos o caso em que o monopolista enfrenta um custo marginal constante M C. Suponha-
se, entao, que uma quantidade Q do bem seja inserida no mercado de forma obrigatodria, sendo produzida a
custo MC.

Se continuarmos utilizando @ para denotar a quantidade total vendida no mercado, a fungao de lucro do
monopolista passa a ser:

L=(P-MC)Q-Q).
Se, em vez de haver uma oferta externa de ¢ unidades, houver uma aliquota de imposto, o lucro sera:
L=(P—-t—MC)Q.

As condigoes de primeira ordem serao:

dL -
— =P Q- P—-MC=0.
G-PQ-Q+
Para o segundo caso, temos analogamente:
dL
— =P P—t—MC=0.
aq - et

A primeira condigdo estabelece uma vinculagdo implicita entre @ e @, isto é, Q(Q).
Diferenciando a condigao de primeira ordem de méaximo, segue:

P"(Q—Q)dQ + P'dQ — P'dQ = 0,
ouw:
Q__ P
dQ - P”(Q _ Q) —i—P'.
Para a segunda condigao de primeira ordem, temos:
Q_ 1
dt  P"(Q-Q)+P’

Logo, dividindo as duas equagoes:

dQ _ 1049 _
Q  “dt

Vamos manter esse resultado acima em mente.

Vamos, a seguir, analisar a perda de bem-estar gerada pela atuacao de um monopdlio. Essa perda ocorre
porque o monopolista opta por restringir a quantidade ofertada no mercado a um nivel inferior ao que seria
socialmente eficiente. Ao adotar essa estratégia, ele impede uma alocagao eficiente dos recursos, violando o
critério de 6timo de Pareto.

QP _ i 1

P(Q)

p=p.
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O monopolista aumenta seu préprio bem-estar ao vender uma quantidade menor a um prego mais alto do
que ocorreria em um mercado de concorréncia perfeita. No entanto, embora isso eleve seu excedente, reduz
o excedente do consumidor e gera uma ineficiéncia alocativa. Essa ineficiéncia é representada graficamente
por uma area conhecida como peso morto, que corresponde a perda liquida de bem-estar para a sociedade.
A perda de bem-estar (deadweight loss) do monopdlio pode entao ser descrita pela integral abaixo:

A perda de bem estar(DWL) pode ser entao descrita pela integral a seguir:

P P
DWL= [ [P~ MCJdQ

Vamos agora definir a fun¢do markup m(Q) como m(Q) = P — MC. A perda de bem-estar pode ser
analisada com base na variacao dessa fungdo ao longo das quantidades produzidas. Consideramos ) como a
quantidade produzida pelo monopolista, e Q* é a quantidade socialmente étima tal que m(Q*) = 0. Assim,
a variacao da perda de bem-estar devido a uma alteracao na quantidade @ é :

dDW L i
G =m@)-m@)=-m@

e a variagao na perda de bem-estar que ocorre como resultado de um aumento em @ é

dDWL dDWL dQ _
dQ dQ  dQ

—p-m(Q).

Por outro lado, a redugao no excedente do produtor decorrente de um aumento exégeno em C~2 também
pode ser obtida por meio do teorema do envelope, mantendo-se a escolha de @ constante:

dPS
aQ

Assim, temos a seguinte relagao de incidéncia social da competicao:

_ dDWL/dQ dDWL _
© dPS/dQ ~ dPS

A partir da relagdo acima, observa-se que um aumento na perda de bem-estar (Deadweight Loss —
DWL) esta associado a um aumento proporcional no excedente do produtor (PS), na razao dada por p. Em
outras palavras, a ineficiéncia provocada pelo monopdlio — que reduz o bem-estar da sociedade — se traduz
diretamente em ganho de lucro para o produtor, proporcional a incidéncia do imposto sobre o preco.

A introdugao de uma quantidade adicional exégena de produto no mercado, representada por Q, que se
comporta como uma oferta competitiva, enfraquece o poder de mercado do monopolista. Essa entrada age, na
pratica, como uma forma de concorréncia forgada: o produtor perde o controle absoluto sobre a quantidade
total disponivel no mercado e precisa ajustar sua prépria produgdo @ para continuar maximizando seu lucro.

A entrada exégena exerce um efeito similar ao de um imposto sobre o monopolista, pois
ambos reduzem seu poder de mercado. Esses dois mecanismos, a tributacao e a concorréncia adicional,
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limitam a capacidade do produtor de influenciar precgos e quantidades, forcando-o a operar em condi¢oes mais
préximas as de um mercado competitivo.

O resultado matemdtico obtido, que mostra a incidéncia do imposto sobre o prego (p) sendo igual ao
efeito da entrada exdgena sobre a produgao reforca essa equivaléncia econdmica entre tributagao e choques
de oferta. Trata-se, portanto, de uma interpretacao unificada: tanto medidas que aumentam a concorréncia
quanto politicas fiscais que impdem custos ao produtor geram efeitos semelhantes sobre sua decisdo 6tima e
sobre o equilibrio de mercado.

4.3 Taxa de Repasse

Vamos agora usar a condigao de maximizacao de lucro com a presenca de um imposto t para encontrar a
férmula do repasse do imposto. A otimizagao do lucro do monopolista é ajustada para:

P
MR = MC+t
MC +t
MC
Q
AMR  dMC 40 40 40 1
aMiv _ dMe MR e & _
dt a L7 ME Cw Tl T W T MR Mo
4P 4P dQ P

TP G TaQ At T MR - MC'
A receita marginal é MR = P+ P’ - Q, temos que MR’ = P’ +1', em que | = P’Q. Substituindo, temos:

1 1 1
P=Pp v _MC — v MCT QPQl _ MC'QPQMC
rte - 1t T 1+QZP’QP_ P'QMCQP
B 1 B 1
'Q Ql , MC'Q Q . MC Q L, QMC’ MC
No quarto sinal de igualdade, empregamos que o inverso da elasticidade da demanda, %, pode ser escrita
como:

1 PQ
ED n P
Definimos €,,s como a elasticidade da inversa da funcgao [, isto é,
1 Q
Ems 1

e definimos €g como a elasticidade da inversa do custo marginal, isto é,

1 _MCQ

€s MC
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Segue que:

1
P=1_e 1 e MC
Ems P €s P
I _PQ _ 1 .
Lembrando que 5 = 5% = - temos que:
1
p= 14 2 e&p , MC
Ems €s P

Sabemos da teoria de monopdlio que o indice de lerner , isto é, a diferenga entre o prego e o custo marginal
em proporcao ao prego, é dado pelo inverso da elasticidade da demanda. Isto é:

pP—-MC 1
P o €D
Nos resultando em:
1
pP= 1 1
L+ 525+ o

A partir do resultado obtido, observa-se que a taxa de repasse do imposto em um mercado monopolista
depende da elasticidade da demanda e das caracteristicas da estrutura de custo e receita do monopolista.
Estas, por sua vez, foram representadas pela elasticidade inversa do custo marginal e pela elasticidade inversa
de I.

Adicionalmente, vale destacar um ponto importante: em um monopdélio, quanto maior for a elasticidade
da demanda, menor sera a diferenca entre o prego praticado e o custo marginal. Em outras palavras, um
monopolista que enfrenta uma demanda altamente eldstica tende a se comportar de forma semelhante a um
agente em concorréncia perfeita. Assim, o poder de monopdlio estd inversamente relacionado & elasticidade-
preco da demanda: quanto menor a elasticidade, maior o poder de mercado.

5 Conclusao

A partir da andlise desenvolvida ao longo deste trabalho, é possivel concluir que, tanto em mercados de
concorréncia perfeita quanto em estruturas monopolistas, um elemento aparece de forma recorrente e possui
papel central para responder a pergunta proposta na introducao: Quem, de fato, arca com o imposto os
consumidores ou os produtores? A resposta estd, em boa parte, na elasticidade da demanda.

Quando os consumidores apresentam alta elasticidade, ou seja, quando sdo muito sensiveis a variagoes de
preco, o impacto de um imposto tende a ser reduzido para eles, independentemente de o mercado ser com-
petitivo ou monopolista. Por outro lado, consumidores com demanda inelastica pouco sensiveis a mudangas
de prego acabam absorvendo uma parcela maior da carga tributéaria, sendo mais prejudicados, independen-
temente da estrutura de mercado.

Além disso, verificamos que a introducao de um imposto em qualquer mercado tende a gerar ineficiéncias,
associadas a reducao do excedente total. No caso do monopdlio, essas ineficiéncias sdo ainda mais intensas,
pois jé existe, por natureza, uma distor¢gao na alocacao eficiente dos recursos.

E importante destacar também que as férmulas que descrevem a incidéncia do imposto diferem entre os
dois contextos. Em mercados perfeitamente competitivos, a incidéncia depende exclusivamente das elastici-
dades da oferta e da demanda. J4 sob monopdlio, além da elasticidade da demanda, outros fatores como a
estrutura de custos e a receita marginal do monopolista também influenciam no repasse do imposto.

Por fim, vale ressaltar um ponto fundamental: em nenhuma das expressoes formais da incidéncia do im-
posto aparece quem, nominalmente, paga o tributo. A carga tributaria é determinada pelas regras proprias
de funcionamento do mercado,isto é, por suas condigoes estruturais, como elasticidades, custos e compor-
tamento das firmas e independe de quem sofre a cobranga direta do governo. Isso reforga o principio da
neutralidade da incidéncia: nao importa sobre quem o imposto é legalmente aplicado, pois sua
reparticao efetiva decorre das forcas de mercado e nao da legislacao formal.
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