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Abstract

This monograph aims to study the formation of heavy quark bound states,
focusing on the charmonium system (c¢), using the Schrédinger equation with
the Cornell potential. To this end, a progressive review of fundamental quantum
mechanics problems with analytical solutions is carried out, including the infinite
potential well, the harmonic oscillator, and the hydrogen atom. These cases provide
the necessary conceptual and mathematical foundation for analyzing more complex
systems. The Schrodinger equation is then solved numerically for the c¢ system,
employing the finite element method via the NDEigensystem function in Mathema-
tica. The results obtained show excellent agreement with available experimental
data, with a relative error below 3%, indicating that the nonrelativistic treatment,
combined with the Cornell potential, is suitable for describing the structure of
charmonium bound states. Finally, possible extensions of the model are discussed,
such as the inclusion of hyperfine effects and the application of the method to the
bottomonium system (bb).
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Resumo

Esta monografia tem como objetivo estudar a formacao de estados ligados de
quarks pesados, com foco no sistema de charmoénio (c¢), utilizando a equacao de
Schrodinger com o potencial de Cornell. Para isso, é conduzida uma reviséao pro-
gressiva de problemas fundamentais da Mecanica Quantica que admitem solugdes
analiticas, como o pogo de potencial infinito, o oscilador harménico e o atomo de
hidrogénio. Essas etapas estabelecem a base conceitual e matematica necessaria
para o estudo de sistemas mais complexos. A equacdo de Schrodinger é, entio,
resolvida numericamente para o caso do c¢, empregando-se o método dos elementos
finitos por meio da funcdo NDEigensystem do software Mathematica. Os resultados
obtidos mostram excelente concordancia com os dados experimentais disponiveis,
com erro relativo inferior a 3%, evidenciando que o tratamento nao relativistico,
aliado ao potencial de Cornell, é adequado para descrever a estrutura dos estados
ligados de charmoénio. Por fim, sdo discutidas possiveis extensdes do modelo, como
a inclusdo de efeitos hiperfinos e a aplicacdo do método ao sistema de bottomoénio

(bb).
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Introducao

Sabe-se que, na fisica, todas as forcas conhecidas que atuam entre os objetos
— sejam eles macroscopicos ou microscopicos — podem ser descritas por quatro
interagcdes fundamentais: gravitacional, eletromagnética, forte e fraca. Essas inte-
ragdes governam o comportamento da matéria e da energia em todas as escalas,
desde as menores particulas subatémicas até a estrutura do universo como um
todo. Cada uma delas desempenha um papel essencial na descricdo dos fendmenos
naturais [1, 2, 3, 4].

A interagdo gravitacional é responsavel por manter os planetas em Orbita, formar
galaxias e governar a dinamica do universo, sendo descrita como uma forca de
atragdo entre corpos com massa. A gravidade possui alcance infinito e domina em
escalas astronomicas, embora seja a mais fraca das quatro interacdes fundamen-
tais [4].

Jaa interacao eletromagnética, por sua vez, atua entre particulas eletricamente
carregadas e é responsavel por fendmenos como a eletricidade, o magnetismo
e a luz. Trata-se de uma forca muito mais intensa que a gravidade, também de
alcance infinito e, portanto, que desempenha papel central em processos atdmicos,
moleculares e na propagacao de radiagdo eletromagnética [4].

A interacdo forte, por outro lado, é a responsavel por manter os quarks confinados
dentro dos hadrons, como prétons e néutrons. Seu efeito residual, conhecido como
forca nuclear forte, mantém os préotons e néutrons unidos no interior dos nucleos
atdmicos, superando a repulsio elétrica entre os protons. E cerca de 100 vezes mais
intensa que a interagao eletromagnética, porém seu alcance é extremamente curto,
limitado ao tamanho de um préton, aproximadamente 10~ m [4].

Por fim, associa-se a interacdo fraca a processos de decaimento radioativo, como
o decaimento beta, no qual um néutron se transforma em um préton, emitindo
um elétron e um antineutrino. Essa interacdo desempenha um papel essencial na
geracdo de energia nas estrelas e na sintese de elementos no universo. Seu alcance
¢é ainda menor que o da interacdo forte — cerca de mil vezes menor que o raio de
um nucleo atdmico — e sua intensidade é aproximadamente 10* vezes inferior a da
interacgao eletromagnética [4].

Denomina-se modelo padrao da fisica de particulas elementares a teoria que
unifica as interacdes eletromagnética, forte e fraca, deixando de fora somente a
forca gravitacional. Neste modelo, as particulas fundamentais — aquelas que nao




Introducao

Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter

interactions / force carriers

(fermions) (bosons)
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Figura 1.1: O modelo padrio das particulas elementares: composto por doze férmions, seis
léptons e seis quarks, e os cinco bosons fundamentais. Fonte: Wikipedia.

possuem estrutura interna — estdo agrupadas em dois grandes grupos: as particulas
com spin inteiro (como 0, 1 ou 2), conhecidas como bosons, e as com spin semi-inteiro
(como 1/2, 3/2, etc.), conhecidas como férmions [1].

O primeiro deles — os bdsons — sdo, em sua maioria, responsaveis por mediar
as interacoes fundamentais entre os férmions. Nesse grupo do modelo padrido da
fisica de particulas, se fazem presentes os seguintes mediadores: o foton, que media
a interacdo eletromagnética; o glion, que carrega a forga forte; os bésons W* e
Zy, que transmitem a forca fraca. Além desses, ha também o boson de Higgs, uma
particula escalar (spin 0) que ndo media interacdes, mas ¢ fundamental para o

mecanismo que confere massa as particulas elementares: o mecanismo de Higgs [1].

Por outro lado, o segundo grupo — férmions — obedecem, pela natureza de seu
spin, ao principio da exclusdo de Pauli, que estabelece que dois férmions idénticos
nao podem ocupar simultaneamente o mesmo estado quéntico. Entre eles, estdo
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Figura 1.2: Representagio pictérica do charménio, um estado ligado formado pela combi-
nacdo de quarks e antiquark cc. Fonte: Wikipedia.

as particulas que constituem a matéria, como os quarks up e down — que, quando
combinados, formam os proétons e néutrons — e o elétron [1].

Além disso, no modelo padrao, os férmions sio separados em dois subgrupos:
os léptons (elétron, muon, tau e seus respectivos neutrinos) e os quarks up (u),
down (d), charm (c), strange (s), top (t), e bottom (b). Os léptons interagem via
forca eletromagnética e fraca, enquanto os quarks, via eletromagnética e forte,
ja que, além de carga elétrica (seja ela positiva ou negativa), também carregam
carga de cor: vermelho (R), verde (G), e azul (B). Os gltions, mediadores da forca
forte, carregam combinacdes de cor e anticor. Essa caracteristica representa uma
diferenca fundamental em relacdo ao eletromagnetismo, cuja particula mediadora
— o féton — ndo possui carga elétrica, sendo eletricamente neutro [1, 2, 3, 4].

Um resumo das principais propriedades das particulas que fazem parte do modelo
padrédo e a forma com que estdo organizados em seus blocos (férmions, bosons,
léptons e quarks) esta esquematizado na Fig. 1.1.

Entretanto, na natureza, somente estados compostos de “cor branca” (ou os cha-
mados singletos de cor) podem existir como particulas fisicas observaveis ! [1, 2, 3].

Desta forma, observa-se na natureza somente a formacao de dois tipos de hadrons:
(i) mésons — compostos por quark + antiquark com, respectivamente, uma cor e
sua anticor — e (ii) barions compostos por trés quarks com cores diferentes (RGB),
sendo que nos dois casos, a combinag¢do da cor de seus componentes resulta na
cor branca, como discutido acima. Isso se deve a propriedade do confinamento,
que pode ser compreendida, de forma simplificada, por meio do comportamento
do potencial entre quarks. Sabe-se que esse potencial cresce linearmente com a

1 Note que essanomenclatura estabelece um paralelismo intencional com o sistema de cores aditivas
RGB, visando facilitar a compreensao das interagdes e justificar por que certas combinacdes de
quarks sdo permitidas enquanto outras ndo. No final, a combinacdo de cores deve resultar em
uma cor neutra (branca ou nula), mas é importante destacar que os quarks nao sdo “coloridos”
no sentido literal.
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distancia, o que implica que os quarks nao podem ser separados livremente. Ao
tentar isolar um quark de outro, a energia necessaria se torna tao elevada que,
em vez de liberta-lo, torna-se energeticamente mais favoravel criar um novo par
quark-antiquark, dando origem a novos hadrons — impedindo, assim, a existéncia
de quarks livres na natureza [1, 2].

Neste trabalho, investiga-se a formacao, particularmente, de mésons pesados
compostos por um quark charm c e seu antiquark correspondente ¢ *, que sdo
representados de forma esquematica na Fig. 1.2 [1, 2].

O estado de charmoénio mais conhecido e abundante é a particula J/{ que —
desde sua descoberta, em 1974 [5, 6] — representou um marco fundamental para
a Cromodinamica Quantica (QCD), por diversas razdes, entre elas: (i) forneceu a
primeira evidéncia direta da existéncia de quarks pesados, em particular do quark
charm (c); (ii) reforcou a interpretacdo dos quarks como constituintes elementares
da matéria e consolidou a QCD como a teoria correta para descrever a forga forte;
(iii) possibilitou, por meio do estudo de seu espectro e de seus estados excitados,
a investigacdo detalhada do potencial de interacdo quark-antiquark em curtas
distancias, aprofundando a compreensao geral da comunidade cientifica sobre o
confinamento de quarks e a liberdade assintética [7, 8].

Uma das vantagens de se estudar o espectro dos estados de charmonio é que
esses sistemas podem ser descritos, em boa aproximagao, por uma abordagem néo
relativistica [9, 10, 11, 12]. A justificativa para tal aproximacio reside no fato de
que a massa do quark charm ¢ significativamente maior que a escala tipica da QCD,
caracterizada por Agcp ~ 200 MeV. Isso significa que o quark ¢ ndo é acelerado
com a mesma intensidade que quarks leves pela interagao forte, resultando em
velocidades médias moderadas no referencial do centro de massa do sistema ligado.

Em termos quantitativos, sua velocidade relativa satisfazv ~ p/m, < 1, onde
m. é a massa do quark c, e p o momento relativo entre os quarks. Essa condicdo
justifica o uso da equacao de Schrodinger com potenciais efetivos para descrever o
espectro dos estados cc [1, 2, 11].

Um dos potenciais efetivos mais amplamente utilizados na QCD para esse fim é
o potencial de Cornell, desenvolvido por Estia J. Eichten, Kurt Gottfried, Toichiro
Kinoshita, John Kogut, Kenneth Lane e Tung-Mow Yan [9, 10] na Universidade de
Cornell, motivo pelo qual recebe esse nome.

O potencial de Cornell é composto pela soma de dois termos principais — veja

2 O quark ¢ possui uma massa relativamente elevada, estimada entre 1,4 — 1,5 GeV. Em contraste,
os quarks leves u e d e s apresentam massas significativamente menores, com valores tipicos de
2,2 MeV, 4,7 MeV e 96 MeV, respectivamente.
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Eq. (3.4) — que refletem aspectos fundamentais da forca forte em diferentes regimes
de distancia [9, 10]:

« Um termo Coulombiano, dominante em curtas distancias, que descreve a
interacdo entre quark e antiquark quando estao muito proximos — analogo
ao potencial eletrostatico de Coulomb entre cargas elétricas;

« Um termo linear de confinamento, relevante em longas distancias, que re-
presenta o crescimento linear da energia necessaria para separar o par ¢q,
evidenciando o fendémeno do confinamento.

A combinacio desses dois termos permite capturar, de forma eficaz, o fenomeno
de liberdade assintotica da QCD que deixa os quarks livres em pequenas distancias
e os confinam em grandes distancias.

O objetivo desta monografia é apresentar um estudo introdutério sobre a for-
macao de estados ligados e a espectroscopia de charmdnios, utilizando o potencial
efetivo de Cornell como elemento central. Para isso, serd resolvida numericamente
a equacao de Schrodinger radial, com o intuito de determinar os diferentes valores
de energia de ligacdo associados a esses sistemas. A partir dessas energias, serdo
calculadas as massas dos estados ligados que serao identificados por meio da nota-
ciio espectroscopica JC. Por fim, os resultados obtidos serdo comparados com o0s
valores experimentais disponiveis na literatura.

Esta monografia esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se
a derivacao da equacdo radial unidimensional que sera utilizada para descrever os
estados ligados do sistema c¢, além da discussao sobre as condi¢des de normalizagao
da funcdo de onda. No Capitulo 3, é introduzido em detalhes o potencial de Cornell,
abordando-se suas motivacdes fisicas e estrutura matematica. Apresenta-se também
uma breve introducio 4 notagio espectroscopica J*, empregada para classificar
os diferentes estados de charménio com base em seus niimeros quanticos. O Capi-
tulo 4 é dedicado a descricdo da metodologia numérica empregada e a apresentagao
dos resultados obtidos para o espectro de massas do charmoénio. No Capitulo 5,
sdo apresentadas as conclusdes do trabalho, bem como discussdes sobre possiveis
extensoes e perspectivas futuras deste estudo. No apéndice A, detalha-se o método
utilizado para a obtenc¢do das fun¢des de onda e os respectivos niveis de energia
do poco de potencial infinito unidimensional e bidimensional. No apéndice B, é
descrito o calculo dos niveis de energia de um oscilador harmoénico quantizado
unidimensional, bem como suas respectivas funcdes de onda com base nos poliné-
mios de Hermite. Por fim, no apéndice C, mostra-se a solucéo da parte angular da
equacdo de Schrodinger, mostrando a simetria dos harmonicos esféricos resultantes
com base nos polindmios associados de Legendre.
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A Equacao de Schrodinger para
potenciais centrais

Na fisica classica, o comportamento futuro de uma particula pode ser previsto
usando as leis de Newton. Conhecendo a for¢a, F que atua sobre ela, torna-se
possivel a resolucdo da equagio da segunda Lei de Newton, em sua forma diferencial,

9=

F = m%, (2.1)
para determinar sua posicao, 7(t), e velocidade, v(t), em qualquer instante de
tempo, t. Apesar das possiveis dificuldades matematicas, o principio fundamental é
simples: resolver esta equacao diferencial e interpretar suas solu¢des. Um exemplo
disso é o movimento de planetas, que, sob a forca gravitacional, seguem trajetorias
elipticas exatas, ou os cometas que podem seguir trajetorias elipticas, parabdlicas
ou hiperbdlicas. Isto ilustra a natureza deterministica da fisica classica [13].

Entretanto, as particulas fundamentais, como os elétrons e quarks, nao se movem
conforme as leis classicas do movimento descritas pela Mecanica Newtoniana e,
tampouco, possuem uma natureza deterministica. Em vez disso, essas particulas
seguem os principios da Mecanica Quantica.

Neste Capitulo, ha uma breve introducdo da Equacgéo de Schrédinger, que sera
utilizada para descrever o estado ligado c¢, bem como as propriedades principais
de sua funcido de onda.

2.1 Equacao de Schrodinger independente do
tempo e a funcao de onda

Devido a dualidade onda-particula, a caracterizagao de sistemas quanticos, como
o caso de um estado ligado de quarks c¢, pode ser descrito por uma quantidade
complexa denominada func¢io de onda, representada pelo simbolo {/(x, y, z), em
que (x,y, z) sdo as coordenadas espaciais [14].

Como ocorre no caso das ondas classicas, a funcdo de onda é a solucido de uma
equacio diferencial parcial conhecida como Equacdo de Schrodinger independente
do tempo, que foi proposta em 1926 pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger. Ele
postulou que uma particula quantica de massa m, movendo-se sob a influéncia de




A Equacéo de Schrédinger para potenciais centrais

um potencial V(x, y, z), satisfaz a seguinte equacéo diferencial parcial [14, 15]

2
LV 2) + V(69 W 0,2) = Y (%,9,2), (2.2

emque 2 = h/2m, sendo h a constante Planck, E é a energia total do sistema quantico.

Ja V2 é o operador laplaciano, que em coordenadas cartesianas ¢ definido como

V2 (x,7) = ("—2 il

82
o2 + a—yz g) ¢(x, y, Z) . (23)

Percebe-se que a Eq. (2.2) representa, em esséncia, a conservagdo de energia,

onde o primeiro termo do lado esquerdo corresponde a energia cinética da particula
3, enquanto que o segundo ¢ a energia potencial. Logo sua soma produz a energia
total, E, do sistema.

Ja a funcdo de onda, ¥(x,y, z), por ser uma quantidade complexa, ndo pode
ser medida diretamente, e, portanto, nao se pode atribuir nenhuma interpretagéo
fisica para esta funcdo. Ela nada mais é do que uma representacdo matematica
abstrata do estado do sistema, tendo significado somente no contexto da teoria
quéantica [14, 15].

Entretanto, a densidade de probabilidade — p(x, y, z) — de encontrar a particula
na posicio (x, y, z), poderia ser obtida a partir da funcdo de onda pela relagao [15],

p(x,y.2) = ¥ (xy.2)|* =¢* (x4, 2)¥(x,y,2) . (2.4)

Desta forma, a probabilidade de encontrar a particula em uma regido R é dada por

= ///Rdxdy dz|y(x,y,2)|°, (2.5)

e portanto — ao normalizar — a probabilidade de encontrar a particula em qualquer
regido do espaco deve ser igual a 1 [14, 15]

/dx/dy/dzllﬁ(x y,2)|* = (2.6)

3 Lembre-se que em mecénica quantica, estabelece-se a correspondéncia entre o momento da
particula e o operador diferencial p — i7iV. Desta forma, o operador energia cinética é dado por
K= _Itye
K=—5-V°
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A Equacéo de Schrédinger para potenciais centrais

2.2 Equacao de Schrodinger em coordenadas
esféricas

Nesta secdo, considera-se que o potencial que atua no sistema ligado de quarks c¢
tem simetria esférica, i.e., depende da variavel radial r. Como mostrado na Fig. 2.1,
considere que o anticharm Cesta em repouso na origem, enquanto o quark c esta a
uma distancia r da origem, movendo-se sob a acdo do potencial V(r) e com energia
cinética, p?/(2u). Nesse caso i é a massa reduzida definida como

mcmg _ me

_ =M 2.7
K me + mg 2 ( )

ja que particula e antiparticula possuem a mesma massa, m, = mg.

Figura 2.1: Coordenadas esféricas polares para o charmoénio. O antiquark ¢ esta na origem
e o quark ¢ em um raio r na diregdo determinada pelos angulos polar 6 e azimutal ¢. Fonte:
Figura original modificada da Ref. [13].

E importante frisar que em um sistema de duas particulas, o movimento interno
dessas duas particulas em torno de seu centro de massa é equivalente ao movimento
de uma Unica particula com uma massa reduzida.

A Equacio de Schrodinger independente do tempo, em trés dimensdes, para uma
particula de massa p assume — em coordenadas esféricas — a forma [13, 15, 16]

-h—2V2¢ +V(r)y = Ey. (2.:8)
2p

Note que para manter a nota¢ido compacta, foram omitidas as dependéncias funci-
onais da funcio de onda i/ := ¢/(r, 0 ¢) e V? e as componentes do Laplaciano em
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coordenadas esféricas, que sdo dadas por

v? 2 Y 1 81// 1 &Y
—_— . 2.9
V= r2 ar ( or | 7sing 89 Sinb3g 2 sin? 6 dg? 29)

A dificuldade em resolver a Eq. (2.8) esta relacionada a forma especifica do
potencial V(r) considerado. Para alguns casos simples, é possivel obter solu¢des
analiticas; no entanto, na maioria das situacoes, a equacgao requer um tratamento
numérico. Antes de aplicar métodos numéricos, porém, é necessario reescrever
essa equacao diferencial parcial em trés dimensdes como um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias. Ao fazer este procedimento, através do método de separagio
de variaveis, sdo introduzidos naturalmente trés niimeros quanticos, que emergem
das condicoes de contorno impostas a solugdo da equagédo de onda [13, 16]. Dessa
forma, espera-se que a Eq. (2.8) apresente trés nimeros quanticos associados as
diferentes direcdes do espaco.

2.3 A equacao radial e os nimeros quanticos

Nesta secao, a equacdo que descreve a parte radial do estado ligado cc é derivada
a partir da aplicacdo do método de separacdo de variaveis. Neste processo, a
quantizacéo tanto da energia quanto do momento angular surge naturalmente das
condicdes de aceitabilidade impostas a funcdo de onda. Além disso sera discutida
a origem e o significado fisico dos nimeros quénticos n, £, m que emergem como
consequéncias diretas da estrutura matematica da equacio.

O primeiro passo na solugido de uma equacéo diferencial parcial, como a Eq. (2.8)
é buscar solucdes separaveis, escrevendo a funciao de onda como uma funcao de
cada variavel individual [13, 15, 16]. Escrevemos

¥(r.0,4) = R(r)0(0)P(4), (2.10)

onde R depende apenas da coordenada radial r, © depende apenas de 0, e @ depende
apenas de ¢.

Substituindo essa forma na equagdo na Eq. (2.8) e reorganizando os termos, a
equacdo diferencial parcial se separa em trés equacdes diferenciais ordinarias, uma
para cada coordenada: radial (R(r)), azimutal (©(60)) e polar (?(¢)). As expressdes
finais para as trés equacoes diferenciais obtidas sdo dadas abaixo.
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A equacgdo associada a coordenada ¢ é

d*®

@ ,
dg?

Ela tem como solucdes funcdes periodicas do tipo &(¢) = €™, com o niimero quan-

tico magnético m € Z, exigido pela condigao de periodicidade ®(¢ + 27) = @(¢).
J& a equacao associada a coordenada 6

1 d (. ,do)
sin6do \" Y " dp

m*®($) =0, (2.11)

2
m

+e(t+1) - —
sSin

9] 0(0) =0 (2.12)

Esta equacdo define os polinomios associados de Legendre, e os numeros quanticos
¢ e m surgem da exigéncia de solucdes regulares e normalizaveis em 0 € [0, ].
A equacio radial resulta da parte dependente de r
w4 2d o+
AVREE) ey
r?

V(r)—E+ R(r) =0, (2.13)

dr? d

Essa equacdo contém o potencial V(r) e leva a quantizacdo da energia por meio
do nimero quantico principal n. O termo com (£ + 1)/r® representa a barreira
centrifuga associada ao momento angular orbital.

Desta forma, a equagao para ¢(¢) leva a quantizacdo do momento angular em
torno do eixo z, introduzindo o nimero quantico magnético m, enquanto a equagao
para ©(6) envolve os polindmios associados de Legendre e define o niimero quantico
azimutal ¢. Por fim, a equacéo radial depende de r e contém o potencial efetivo,
resultando na quantizagio da energia e na introducdo do niimero quantico principal
n.

Assim, os trés nimeros quanticos (n, £, m) surgem naturalmente como consequén-
cia das condicdes de contorno e da normalizagio da funcio de onda. Cada um possui
um papel fisico bem definido: n determina os niveis de energia permitidos, ¢ esta
associado ao modulo do momento angular orbital, e m a sua projecdo ao longo do
eixo de quantizagao. Na Tabela 2.1 é apresentado um resumo dos nimeros quanticos
introduzidos, os valores que cada um pode assumir e seus significados fisicos.

Para derivar a versao final da equacéao radial que sera resolvida, sera adotado
o sistema de unidades naturais, onde 77 = ¢ = 1, e a seguinte substitui¢do sera
implementada na Eq. (2.13)

u(r) =rR(r), (2.14)
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10



A Equacéo de Schrédinger para potenciais centrais Capitulo 2

Numero Simbolo | Valores Possiveis | Significado Fisico

Quantico

Principal n n=123,... Determina os niveis de
energia permitidos para
o sistema.

Azimutal 4 £=0,1,...,n—1 Relacionado ao mo-

(ou orbital) mento angular orbital.

Magnético m m=—¢—f{+1,...,f | Representa a projecao
do momento angular ao
longo do eixo z.

Tabela 2.1: Numeros quanticos associados a solucéo da equacgio de Schrédinger em coor-
denadas esféricas.

resultando na forma

1 d*> ¢(t+1)

+
2pdr? 2ur?

+V(r)|u(r) = Eu(r), (2.15)

que ¢é a equagao principal deste trabalho e sera resolvida numericamente no Capi-
tulo 4.

2.4 Normalizacao da funcao de onda

Normalizar a funcdo de onda é uma etapa fundamental em mecanica quantica,
pois garante a validade da interpretacdo probabilistica da fun¢do de onda. Para
estados ligados, a funcdo de onda deve ser quadrado-integravel, ou seja, a integral
do moédulo ao quadrado da funcdo de onda sobre todo o espaco deve ser finita.
Escrevendo a fun¢do de onda como

Wn{’m(r’ 9’ ¢) = Rn{,(r)Y[m(G, ¢): (216)
onde Y;,,(0,¢) = ©(0)P(¢), sdo os chamados harmodnicos esféricos [veja Apén-

dice C]J.
Neste caso a condicdo de normalizagio expressa pela Eq. (2.6) se torna

0 e 2T
/ / / |Rue (M) |2 Yem (6, §)|*r* sin @ dr dfd¢ = 1, (2.17)
o Jo Jo
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onde a parte angular ja esta normalizada a 1 sobre a integracdo do angulo s6lido

/ |Yym (6, $)|*sin0dOdep =1, (2.18)
a condicdo de normalizagdo simplifica para
/0'0<|)R,,g(r)|2r2 dr=1, ou /OoTun[(r)|2 dr=1. (2.19)
Definindo
A= /0 DTunAr)lz dr. (2.20)

a constante de normalizacdo N sera dada por

N=—— (2.21)

VA’
o que produz a fungio normalizada, @,,(r)

tne(r) = Nuye(r) . (2.22)

2.4.1 Subniveis de energia e degenerescéncia

O principio de exclusdo de Pauli estabelece que dois férmions ndo podem ocupar
o mesmo estado quantico simultaneamente. Se todos os elétrons de um atomo
estivessem no mesmo nivel de energia do estado fundamental, e.g, todos os atomos
seriam idénticos e ndo haveria a formacéo de ligagdes quimicas. Isso porque sido
os elétrons da camada de valéncia que determinam as propriedades quimicas das
moléculas.

Assim, os nimeros quanticos n, £ e m, definem subniveis de energia, cada um
com capacidade para acomodar até 2(2¢ + 1) elétrons, levando em conta também o
numero quantico de spin [13].

Com isso, é possivel organizar a distribui¢do eletronica de um atomo em seu
estado ligado segundo o principio de Aufbau, preenchendo os subniveis de energia
em ordem crescente da soma n + £. Quando dois subniveis possuem o mesmo valor
de n + ¢, ocupa-se primeiro aquele conforme estabelece a regra de Madelung.

O ndimero quantico ¢ designa as denominagdes dos estados s (sharp), p (principal),
d (diffuse) e f (fundamental), que correspondem, respectivamente, aos valores
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£ =0,1,2,3. Essas designacdes tém origem historica na analise espectroscopica dos
atomos e sdo amplamente utilizadas para descrever a distribui¢éo eletrdnica nos
orbitais atomicos.

A Tabela 2.2 mostra os valores de n e £ que determinam os estados dos subniveis
de energia. Note que a capacidade de cada subnivel ndo depende de n, mas sim de .
Isso ocorre porque é £ e determina a degenerescéncia espacial do subnivel, ou seja,
a quantidade de orbitais disponiveis, e, consequentemente, 0 nimero maximo de
elétrons que ele pode acomodar.

Capacidade
n | £ | Subnivel 2(2¢+1)
110 1s 2
210 2s 2
21 2p 6
310 3s 2
311 3p 6
410 4s 2
3|2 3d 10

Tabela 2.2: Subniveis de energia para alguns estados de n e ¢.

Por defini¢do, dois ou mais estados sdo degenerados quando diferentes combi-
nagdes de numeros quanticos resultam em estados com a mesma energia. Esse
fendmeno, conhecido como degenerescéncia, torna-se mais evidente a medida que
aumenta o numero de dimensdes do sistema, refletindo a maior diversidade de
configuragdes possiveis que compartilham a mesma energia [13].

2.5 Espectro de energia para diferentes tipos de
potenciais

Nesta secdo, avalia-se os comportamentos previstos pela equacdo de Schrodinger
na presenca de dois tipos de potenciais. O primeiro é o potencial coulombiano, que
descreve a interacdo eletrostatica entre o elétron e o proton no atomo de hidrogénio.
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Em seguida, analisa-se o potencial do oscilador harménico tridimensional. Ambos
os potenciais sdo exemplos fundamentais em mecanica quantica, amplamente
utilizados devido a sua relevancia tedrica e variedade de aplicagdes em diferentes
areas da fisica.

2.5.1 O atomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio é composto por um proéton e um elétron e, como ambas
as particulas possuem carga elétrica, estdo sujeitas a interacdo eletromagnética
descrita pelo potencial coulombiano expresso por

e’ 1

- (2.23)

V(r)=- ,
(r) 4meyr

em que e é a carga elementar, € é a permissividade elétrica do vacuo e r é o raio
entre o proton e o elétron.

Para determinar o espectro de energia do atomo de hidrogénio, deve-se, primeiro,
resolver a parte radial da equacdo de Schrodinger dada pela Eq. (2.15). Para isso,
substitui-se o potencial da Eq. (2.23) na Eq. (2.15), o que resulta na seguinte equagao
de autovalor

1.d> e(e+1) €

1
21 dr? 22 pp— u(r) = Eu(r). (2.24)
onde E ¢ a energia do estado ligado do atomo de hidrogénio e y é a massa reduzida
do sistema.

A partir da resolugio da equacéo acima, é possivel encontrar as funcdes de onda
mostradas na Fig. 2.2 e suas respectivas energias — dependentes apenas de n — que
sdo dadas por

mee*

Ep= -
" 2(4mey)?n?

n=123,... (2.25)

Na Tabela 2.1, apresentamos as combinacdes possiveis dos niumeros quénticos n
e ¢, considerando seus respectivos valores permitidos.
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2P - state
1S - state

r(u.a)

Figura 2.2: Funcoes de onda u, ¢(r) do atomo de hidrogénio para os estados caracterizados

pelos numeros quénticos n = 1 e £ = 0 (curva em azul) e n = 2 e £ = 1 (curva em vermelho).

Note que, para obter a solucdo da Eq. (2.15), toma-se /1 = 1.

2.5.2 O oscilador harménico
Considera-se, outro exemplo de um sistema tridimensional, onde a particula de
massa m esta sujeita a um potencial do tipo de um oscilador harménico

1
V(r) = Emwzrz, o =vk/m, (2.26)

onde w é a frequéncia angular, k é a constante da mola.
O procedimento é muito similar ao do atomo de hidrogénio. Substituindo o
potencial da Eq. (2.26) na Eq. (2.15), obtém-se

> e(t+1
— - u +m?0?r? + 2mE|u(r) =0, (2.27)
dr? r?

onde substituimos y = m. Apoés a solucdo, encontramos que a expressdo das energias
quantizadas do oscilador tridimensional é dada por

3
En:(2n+£’+5)w, N=2n+7¢, (2.28)

onde n é o numero quantico radial (niimero de nds na parte radial da funcdo de
onda) e N é o nimero quantico total.

Capitulo 2

15



A Equacéo de Schrédinger para potenciais centrais

Na Fig. 2.3 mostramos as funcdes de onda u;o(r) e uz;(r) para o oscilador
harménico.

— 5l ]

— (1)

U (1)

r(u.a)

Figura 2.3: Funcdes de onda u, ,(r) do oscilador harménico para os estados caracterizados
pelos nimeros quanticosn = 1 e £ = 0 (curva em azul) e n = 2 e £ = 1 (curva em vermelho).
Note que utilizamos 7 = 1 para obter a solucio da Eq. (2.15).

Dessa forma, ao comparar as Egs. (2.25) e (2.28), observa-se que, no caso particular
de um potencial do tipo coulombiano, as energias dependem apenas do nimero
quantico principal n. No entanto, para outras dependéncias funcionais do potencial
em r, essa degenerescéncia é quebrada. Isso é ilustrado no exemplo do oscilador
harmonico tridimensional, em que a energia passa a depender tanto de n quanto de
¢, ou equivalentemente de N = 2n + ¢.

Na Fig. 2.4, sdo comparados os espectros de energia dos estados s e p resultantes
do potencial coulombiano, V(r) o 1/r, com aqueles obtidos para o potencial do
oscilador harmoénico, V(r) « r?. Observa-se, nesse caso, que a degenerescéncia
presente atomo de hidrogénio é quebrada quando se considera um potencial com
dependéncia quadratica em r [2].

No caso do potencial de Cornell, que sera utilizado para descrever o estado ligado
cc, é natural esperar que o espectro de energia apresente dependéncia tanto no nu-
mero quantico principal n quanto no nimero quantico orbital ¢. Essa caracteristica
reflete a quebra da degenerescéncia observada em potenciais mais simples, como o
coulombiano, sendo essencial para reproduzir adequadamente a estrutura fina dos
niveis do sistema de charmonio.
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3s 3p 3s
3p
wn
8
an
g 2
2 2
Lﬁ S p S
2p
1s 1s
(a) Coulomb (b) Oscilador Harménico

Figura 2.4: Niveis de energia dos estados s e p para (a) um potencial de Coulomb (1/r) e (b)
o oscilador harménico (r?) para valores de n = 1,2,3 e £ = 0, 1. Fonte: Adaptado da Ref. [2].
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Foi apresentado no capitulo anterior, ao estudar o atomo de hidrogénio, o conceito
de estado ligado, que — para a mecénica quantica — é caracterizado como um
sistema onde a solugdo da equagdo de Schrodinger indica um confinamento de suas
particulas a uma regido do espaco devido a acdo de um potencial atrativo. Nesses
casos, a energia total do sistema é negativa, o que significa que ele é mais estavel
unido do que separado. Essa diferenca entre a energia dos constituintes livres e a
energia do estado ligado é chamada de energia de ligacao.

Embora esta monografia se concentre na descrigao de estados ligados utilizando,
como principal ferramenta, a equacdo de Schrodinger, é importante destacar que
essa ndo ¢é a unica abordagem possivel. Na verdade, ao aplicar a equacdo de Schro-
dinger para descrever estados ligados, esta se limita a situacdes em que o regime é
nao relativistico — ou seja, é necessario garantir que as particulas que formam os
mésons tenham velocidades muito menores que a da luz (v < ¢).

Para sistemas em que os efeitos relativisticos sdo relevantes, como mésons for-
mados por quarks leves ou estados altamente excitados, é necessario recorrer a
abordagens mais sofisticadas baseadas na teoria quantica de campos, que forne-
cem uma descri¢do consistente mesmo quando as particulas se movimentam a
velocidades proximas a da luz.

Neste capitulo, sera apresentado em detalhes o potencial de Cornell, que modela
a interacgao forte entre o quark c e o antiquark ¢, possibilitando a formacao do
estado ligado cc.

Também sera incluido o termo de interacdo spin-spin, fundamental para repro-
duzir corretamente o espectro de massas do charménio. Por fim, sera feita uma
breve introducéo as notacdes de nimeros quéanticos JC e espectroscopica, titeis
para classificar e distinguir a ampla variedade de estados ligados c¢ que podem ser
formados.

3.1 Linhas de campo e o confinamento

Infelizmente, para o caso da QCD, ndo se sabe derivar qual é o potencial que
descreve a interacdo dos quarks dentro dos mésons. Na tentativa de descrever
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esta interacdo, foram desenvolvidos modelos fenomenoldgicos * que capturam os
principais aspectos da forga forte.

1/r2

force———

& ®

distance———

force——

O o

distance——

Figura 3.1: As linhas de campo elétrico que conectam duas particulas com cargas elétricas
opostas. A intensidade da forca é dada pela lei de Coulomb (parte superior). As linhas de
campo de cargas de cor permanecem confinadas no tubo de fluxo, resultando em uma forca
praticamente constante, independentemente da separagéo entre os quarks (parte inferior).
Fonte: Figura obtida na Ref. [17]

Para compreender a construgdo do modelo que descreve a interacdo entre quarks
dentro dos mésons, é util comparar o comportamento das linhas de fluxo elétrico ou
— geradas por cargas elétricas ou imas — com as linhas de fluxo cromomagnéticas,
que seriam geradas pelas cargas de cor dos quarks.

E possivel visualizar as linhas de campo elétrico por meio de um experimento
em que um fluido, como um 6leo que contém particulas eletricamente carregadas, é
submetido a um campo elétrico gerado entre duas placas condutoras. Nesse arranjo,
as particulas se alinham seguindo a direcao do campo, tornando visivel o padrao
das linhas de campo elétrico, que se assemelha a configuracdo mostrada na parte
superior da Fig. 3.1. O espalhamento dessas linhas est4 associado a conhecida forca
de Coulomb, cuja intensidade decai com o inverso do quadrado da distancia a carga.

No caso da QCD, entretanto, a estrutura nao trivial do vacuo da teoria altera
significativamente o comportamento das linhas de fluxo — neste caso, as chama-
das linhas de fluxo cromomagnéticas. Ao contrario do eletromagnetismo, essas
linhas ndo se espalham livremente, mas tendem a se atrair e a se confinar em

4 Modelos fenomenoldgicos sdo descri¢des tedricas que buscam representar o comportamento
observado de um sistema fisico com base em dados experimentais, sem necessariamente derivar
todos os resultados a partir dos principios fundamentais da teoria.
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Figura 3.2: Confinamento das cargas de cor na QCD. Ao tentar separar duas cargas de cor
(quark e antiquark) h4a um aciimulo de energia no tubo de fluxo e torna-se energeticamente
mais favoravel criar um novo par quark-antiquark, em vez de permitir a separagio completa
dos quarks originais. Fonte: Figura obtida na Ref. [17].

uma regido estreita, formando um tubo de fluxo, como ilustrado na parte inferior
da Fig. 3.1. Como resultado, a forca entre um quark e um antiquark permanece
aproximadamente constante a medida que a distancia entre eles aumenta. Essa
forca é conhecida como tensdo da corda, pois o tubo de fluxo comporta-se como
um fio elastico que exerce sempre a mesma forga, independentemente de quanto
seja esticado [17].

Devido a forca forte que mantém o quark e o antiquark unidos, a tensdo da
corda corresponde a uma forca de ligacdo extremamente intensa — da ordem de
F =16.000 kg X g, ou cerca de 157 mil Newtons [17]. Conforme o par é separado,

mais energia é acumulada no sistema, até que o tubo de fluxo se rompe no meio.

Nesse ponto, o vacuo da QCD responde criando espontaneamente um novo par
quark-antiquark, que se combina com os quarks originais para formar dois novos
mésons, como ilustrado na Fig. 3.2. Portanto, é nesse sentido que se diz que a carga
de cor permanece confinada, uma vez que os quarks nunca aparecem isoladamente,
pois o proprio campo que os liga produz novas particulas antes que isso possa
acontecer.

Por outro lado, quando os quarks estdo extremamente préoximos uns dos outros, a
interacdo entre eles se torna surpreendentemente fraca. Esse fenomeno é conhecido
como liberdade assintotica: a forga forte diminui com o aumento da energia (ou,
equivalentemente, com a diminui¢io da distancia entre os quarks) [7]. Assim, em
escalas muito pequenas, os quarks se comportam quase como particulas livres,
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interagindo fracamente entre si. Esse comportamento é uma das marcas mais
notaveis da QCD.

Com base nessas duas propriedades fundamentais da QCD - confinamento e
liberdade assintética - foram desenvolvidos modelos fenomenolégicos de potencial
para descrever a interacdo entre os quarks dentro dos mésons. O mais famoso desses
modelos foi proposto em 1974 por pesquisadores da Universidade de Cornell [9, 10]
e é especialmente relevante para o estudo dos quarkénios, que sdo mésons formados
por um quark pesado ¢ ou b e seu antiquark correspondente ¢ ou b.

As altas massas dos quarks ¢ ou b tornam mais adequados as aproximagdes
nao relativisticas, em comparacido com os quarks leves. Por isso, os quarkdnios
constituem sistemas ideais para testar modelos de potencial quark-antiquark e

investigar as propriedades da interagao forte em regimes intermediarios de energia.

3.2 O potencial de Cornell

Como visto, a for¢a no fluxo de tubos entre dois quarks interagindo em longas
distancias é uma constante, que sera denotada como —o. Ja para curtas distancias,
quando quark e antiquark estao muito proximos e livres da forca forte, interagem
de forma analoga a forca eletrostatica de Coulomb entre cargas elétricas. Como
consequéncia, a equacio que descreve o comportamento dessa forca sera:

K
F(r) :—(—2+cr), (3.1)
r
onde k é a constante de acoplamento efetivo da interacao de curto alcance (parte

Coulombiana) e r a distancia entre quark e antiquark. Como a for¢a é menos o
gradiente do potencial, podemos escrever que

V(r) =- /F(r) dr+C, (3.2)
o que resultara
K
V(r)=——+or. (3.3)
r
que é exatamente a forma do potencial de Cornell °.

5 A constante, C, que aparece na Eq. (3.2) é uma constante arbitraria, normalmente definida de modo
que o potencial tenha um valor de referéncia em uma certa distancia, por exemplo, V() = 0, ou,
V(o0) = 0.
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Parte Linear

Potencial de Cornell

V (GeV)
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Figura 3.3: Grafico do potencial de Cornell dado pela Eq. (3.4) para a5 = 0.350 € 0 = 0.15
(curva em preto). Note que para pequenos valores de r a parte de Coulomb (curva em
azul) é dominante, ja para grandes r, a parte linear (curva em vermelho) é que possui a
contribui¢do mais relevante.

Sendo assim, o potencial de Cornell é composto pela soma de dois termos princi-
pais que incorporam aspectos fundamentais da forca forte nos regimes de curta e
longa distancias [9, 10]:

+ O termo coulombiano, dominante em curtas distancias, que descreve a inte-
racdo entre quark e antiquark quando estdo muito préoximos — analogo ao
potencial eletrostatico de Coulomb entre cargas elétricas;

+ O termo linear de confinamento, relevante em longas distancias, que re-
presenta o crescimento linear da energia necessaria para separar o par qq,
evidenciando o fenémeno do confinamento.

Na parte coulombiana do potencial de Cornell, o fator k reflete a natureza da
interacdo de cor entre um quark e um antiquark, sendo proporcional a a;, a constante
de acoplamento forte. Diferentemente do eletromagnetismo, em que a forga entre
cargas é proporcional ao produto das cargas elétricas, na QCD a interagdo depende
da estrutura do grupo de simetria SU(3), responsavel pela dindmica da cor. Os
quarks pertencem a representacdo fundamental desse grupo e a intensidade da
interacdo entre eles é determinada pelo chamado fator de Casimir, denotado por
Cr. No caso da representagdo fundamental de SU(3), esse fator assume o valor
Cr = 4/3, resultado do produto dos geradores do grupo t* associados a troca de
glions entre os quarks [2, 3].
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Assim, o potencial de Cornell assume a forma
4a
V(r)=—=+or. (3.4)
3r

Como mencionado anteriormente, a combinacio desses dois termos presentes na
Eq. (3.4) permite capturar, de forma eficaz, tanto o comportamento assintoticamente
livre da QCD em pequenas distancias quanto o confinamento dos quarks em grandes
distancias. Isto esté ilustrado na Fig. 3.3, que mostra separadamente as contribuicoes
da parte coulombiana (curva azul), dominante em curtas distancias (r — 0), e da
parte linear (curva vermelha), que prevalece em grandes distancias (r — o). A
combinacdo dessas duas componentes da origem ao potencial de Cornell completo
(curva preta), que reproduz de forma qualitativa os principais aspectos da interacéo
quark-antiquark previstos pela QCD.

Por fim, vale destacar que, por se tratar de uma modelagem fenomenologica, a
literatura apresenta diferentes propostas para o termo de confinamento no potencial
quark-antiquark. Algumas abordagens consideram formas alternativas, como um
termo quadratico, V(r) ~ r?, ou logaritmico, V(r) ~ In(r). No entanto, neste
trabalho sera adotada a forma linear, V(r) = or, por ser a mais amplamente utilizada
e bem estabelecida em estudos de espectroscopia de hadrons pesados. Ressalta-se
que, no intervalo de distancias acessivel experimentalmente, essas diferentes formas
de potenciais confinantes ndo produzem distincoes significativas nas configuracoes
fisicas relevantes [1].

3.3 Interacao spin-spin

O potencial de Cornell, expresso pela Eq. (3.4), descreve bem os niveis de energia
principais do sistema c¢, mas ignora os efeitos do spin. Em outras palavras, ele ndo
diferencia estados com o mesmo nimero quantico orbital, £, mas com diferentes
acoplamentos de spin. Para corrigir este fato, a interacdo entre os spins dos quarks
constituintes deve ser considerada, adicionando ao potencial o seguinte termo de
interacao spin-spin [18]

16

2
c

Vis(r) = & (r)

S(S+1) - g] , (3.5)
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em que

3
K1 2.2
S(r)=|—=]| e™". 3.6
o= (5) »

Assim, o potencial total V1(r) que sera considerado neste estudo é a soma do
potencial de Cornell, expresso pela Eq. (3.4), com o termo de interacdo spin-spin
dado pela Eq. (3.5), i.e.,

Vr(r) = V(r) + Vi (r). (3.7)

A inclusdo da interagdo spin-spin atua de forma significativa em estados de onda
s devido a sua natureza local (proporcional a [5°(r)]), permitindo explicar, por
exemplo, a diferenca de massa entre as particulas J /¢ (vetor 177) e 1. (pseudoescalar
07"), estados com a mesma estrutura orbital, mas com spins acoplados de maneira
distinta. Assim, esse termo ¢é essencial para reproduzir corretamente o espectro
observado do charménio.

3.4 Notacao de nimeros quanticos e notacao
espectroscopica

3.4.1 Notacao de numeros quanticos de spin-paridade-carga

Uma maneira conveniente para descrever e nomear estados quanticos é usar a
notacio de nimeros quanticos, representada como J7¢, que é composta por trés
numeros quanticos: J, P, e C [3].

O momento angular total do sistema, J, combina o0 momento angular orbital, L,
com o momento angular de spin, S, e seus valores permitidos variam dentro do
intervalo

Je{|lL-S|,|IL-S|+1,...,L+S}. (3.8)

Ja a paridade, P, é uma simetria discreta associada com a inversao espacial da
fun¢do de onda de uma particula através da origem (espelhamento), r — —r [3].
Atuando o operador paridade, P, sobre a funcdo de onda, /(r, t), obtemos

Py (r,t) = Pay(-r,1), (3.9)

onde P, é um fator de fase constante e a identifica o tipo de particula [2]. Para recu-
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perar a funcao de onda original, pode-se atuar o operador P duas vezes sucessivas
de forma, ou seja,

PPY(r,t) = y(r,1), (3.10)

o que nos leva a concluir que P, = +1.

Quando a particula esta em repouso, isto ¢, seu momento linear p é igual a zero,
a funcdo de onda associada a ela é um autoestado da paridade P com autovalor
P,(-1) [2]. Com isso, P, é chamado de paridade intrinseca da particula a, ou seja, é
a propriedade dessa particula que contribui, juntamente com a paridade das demais

particulas e o momento angular orbital, para determinar a paridade total do sistema.

Na QCD, as intera¢des sempre conservam paridade.

Por convencdo, quarks tém paridade intrinseca igual a (+1) e anti-quarks tém
paridade intrinseca igual a (—1), de modo que a paridade total de um méson, nesse
caso o charmonio, sera dada pela seguinte expressao

Py = P.P:(-1)" = (-1)H*1, (3.11)

sendo L o momento angular orbital do par charm-anticharm [2].

A conjugacdo de carga, C, é uma simetria discreta que permite a conversao de
particulas em suas antiparticulas, alterando os sinais da carga elétrica e de outros
numeros quanticos, enquanto conserva propriedades como momento e spin.

Utilizando a notagédo bra-ket, representa-se a acdo do operador conjugacao de
carga C sobre uma particula a com [1]

Cla) = Cqla) = |a) (3.12)

em que C, é um fator de fase, semelhante ao da paridade. Assim como em P, a
aplicacao do operador C duas vezes sucessivas reestabelece a particula original

CCla) = |a) , (3.13)

onde a particula a é um autoestado da conjugacao de carga C com autovalores
C, = £1. As interagdes na QCD também conservam a conjugacao de carga.

No caso dos quarks, C é composta por dois fatores: (—1)5*!, derivado da mudanca
das fungdes de onda pds-troca particula-antiparticula, e (—1), derivado da troca
entre férmions e antiférmions. Portanto, a conjugacdo de carga C associada ao
charmoénio [2] é

Cee = (=15, (3.14)
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em que L é o momento angular orbital do par charm-anticharm e S é o spin do
méson cc, que assume valores inteiros.

Combinando as Eqs. (3.11) e (3.14), a partir da notacio J7°, podemos escrever,
de forma geral

]PC _ ](_1)L+1,(_1)L+5 ‘ (315)

Por exemplo, para um estado em que L = 0, S = 0, e J = 0, expressamos a notacao
como

JPC = o0 EN™ 2 g (3.16)
e paraum estadoemque L=1,S=0e J = 1, como

JPC = 1 DTEDT 2 g (3.17)

Os estados em que L = 0 sdo chamados de estados-S e os em que L = 1, chamados
de estados-P. Os estados representados pelas notacdes das Eqs. (3.16) e (3.17) sdo os
estados S e P, respectivamente [2, 3, 19].

3.4.2 Notacao espectroscopica

A notacdo espectroscopica foi originalmente desenvolvida para descrever estados
eletrénicos em atomos, onde os momentos angulares orbital (L) e de spin (S) se
acoplam primeiro para formar o momento total (J), especialmente em atomos leves:

n**L;, (3.18)

onde

n: numero quantico principal (1, 2, 3, ...),

S: spin total do sistema (0 ou 1),

L: momento angular orbital (representado por uma letra maiascula: S, P, D, ...),

J: momento angular total (resultante da combinacéo de L e S).
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Na Tabela 3.1 sdo listados os principais estados do espectro do charménio (c¢),
mostrando a correspondéncia entre as notacoes espectroscopica n?S*L 7 e de nume-
ros quanticos JC. Também est4 indicado na tabela o nome da particula associada a
cada estado.

| Notagao n**'L; | J*° | Nome da particula |

115, 0+ 1:(1S)
1S, 1 JIY
21S, 0t 1:(25)
235 1~ y(2S) y/
13Pp, ott xeo(1P)
13p 1 Xe1(1P)
13P2 2++ Xcg(lp)
1'P 1" h.(1P)
1°D, 17 ¥(3770)

Tabela 3.1: Estados do espectro do charménio (c¢), com notagio espectroscopica, nimeros

quanticos J¥C e nome da particula.
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charmonio

Neste capitulo, sdo apresentados os detalhes do tratamento numérico adotado
para determinar o espectro de massas do charmonio utilizando a abordagem nao
relativistica da equacdo de Schrodinger na presenca de um potencial de Cornell
suplementado por um termo de interacdo spin-spin.

Além de descrever o método numérico empregado, também sdo discutidos os
parametros utilizados no potencial, exibindo uma tabela com os valores das massas
obtidas e comparando-os com os dados experimentais disponiveis no Particle Data
Group (PDG) [20].

Por fim, mostra-se os graficos das func¢oes de onda radiais u,(r) e de suas respec-
tivas densidades de probabilidade |u,(r)|? para os estados S e P do charménio.

4.1 Solucao numeérica do problema de autovalor

O objetivo sera resolver numericamente a Eq. (2.15), que, por conveniéncia, esta
reproduzida aqui

1 d*> ¢(t+1)

_— 4V n(r) = Epou, (1), 4.1
2,udr2+ 2ur? +Vr(r) | un(r) oUn(r) (4.1)

com o potencial V(r) dado por [veja as Egs. (3.4) e (3.7) ]
4 o
Vr(r) = 35 + or + V(r), (4.2)
r

onde V,(r) foi definido na Eq. (3.5) e os pardmetros utilizados no potencial foram
fixados com base nos valores fornecidos em [18] e estdo apresentados na Tabela 4.1.

A Eq. (4.1) é um problema de autovalor e autovetor do tipo
I:[un(r) = En,t’un(r) ) (4.3)

onde H denota o operador Hamiltoniano, representado por um operador diferencial
que expressa a soma dos termos de energia cinética e potencial do sistema. A
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Parametros \ Valores \ Unidades ‘

o 0.35 adimensional
o 0.15 GeV?

m. 1.408 GeV

K1 4.0 GeV

Tabela 4.1: Parametros utilizados no potencial de Cornell com interacdo spin-spin dado
pela Eq. (4.2) foram fixados com base nos valores fornecidos em [18].

funcio u,(r) corresponde a autofuncio do operador H, enquanto E, ¢ representa o
respectivo autovalor — interpretado como a energia do estado quantico descrito por
u,(r). A determinagao dessas duas grandezas — u,(r) e E, ; — constitui o objetivo
principal da analise.

Os valores numéricos de u,(r) e E,, foram determinados utilizando a funcao
NDEigensystem do software Mathematica, projetada para resolver problemas de
autovalores e autovetores associados a operadores diferenciais parciais. A estratégia
central desse algoritmo consiste em discretizar o problema continuo, convertendo-o
em um sistema algébrico que pode ser resolvido por métodos da algebra linear.

O Mathematica emprega o método dos elementos finitos para realizar essa discre-
tizacdo. Nesse procedimento, o operador diferencial é aproximado por uma matriz
que atua sobre um espaco vetorial finito, resultando em um problema discreto de
autovalores e autovetores.

Na implementacdo, foram impostas condi¢des de contorno do tipo Dirichlet,
exigindo que u,(r) = 0 parar < 107> GeV~!, o que assegura tanto a regularidade
quanto a normalizagio das solucdes. Essa escolha evita a imposigao direta da condi-
cdoemr = 0, onde a parte coulombiana do potencial pode apresentar singularidades.
Além disso, do ponto de vista fisico, essa condi¢io reflete que a funcao de onda
radial u,(r) deve ser regular na origem, ou seja, finita e sem divergéncias, como
exige a normalizabilidade da solucéo.

Os autovalores obtidos por meio dos resultados computacionais correspondem
as energias dos estados ligados do sistema c¢ na presenca do potencial adotado. A
partir desses valores, é possivel estimar a massa do charmonio por meio da seguinte
relacdo

M =2m, +Eng, (4.4)

onde m, representa a massa do quark charm e E, ; é o autovalor associado ao estado
ligado considerado. Essa formula assume que a massa total do méson resulta da
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contribuicdo das massas dos quarks constituintes somada a energia de interacio
entre eles.

4.2 Espectro de massa e densidades de
probabilidade dos charmonios

A Fig. 4.1 apresenta o principal resultado deste estudo: os valores das massas
obtidas numericamente por meio da solu¢ido da equacdo de Schrédinger para os
estados S e P do charmoénio. Na mesma figura, sao incluidos, para fins de compara-
¢éo, os valores experimentais reportados pelo PDG [20] para os estados em que ha
dados disponiveis.

- ‘ ‘ ~
I Este trabalho |
4.9 g Xco(3P) 465) DG b
4.65 Xeo (4P) .
o neas) yas) 1
§ 4.4 I hc(3P) Xc1(3P) Xe2(3P)
S 4150 s y6s) ]
g 39l Xeo (2P) he (2P) Xe1(2P) Xea(2P) |
w M I 8
< I s) i
2 [ ’70(25) (2 B
365 R Xeo(1P) he(1P) Xc1(1P) PDG 8
3 4 [ e PDG PDG XCZ(IP) R
- J/y(1S) ]
3.15 :* ne(1S) — ;
29L PRG | | | ! | ]

' 0+ ot 1~ 1+~ 1+ o++

]PC

Figura 4.1: Espectro de massas do charmoénio em GeV. No eixo horizontal estdo indicados
os nimeros quanticos J*C dos estados considerados. As predicdes tedricas obtidas neste
trabalho, com base no potencial de Cornell acrescido de um termo de interagao spin-spin,
estdo representadas por linhas continuas na cor preta. As massas experimentais, conforme
reportadas pelo PDG [20], sdo indicadas pelas linhas vermelhas.

Com o objetivo de facilitar a comparacgdo, a Tabela 4.2 apresenta os valores
numéricos encontrados para o espectro de massa tedrico para os estados S e P
do charmdnio, que foram obtidos neste trabalho, em comparacao com os dados
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. , Massas do charmonio em GeV
Notagdo | J* | Méson Este trabalho PDG [20]
118, 0=t | n.(15) 3.0713 2.9839
218, 0™t | n.(25) 3.6301 3.6375

318, 0™t | 7.(39) 4.0337 -
41s, 0t | 7.(45) 4.3771 -
135, 177 | J/¥(1S) 3.1550 3.0969
238, 177 | ¥(25) 3.6855 3.6861
335 17 | ¥(39) 4.0810 -
438, 177 | (49 4.4201 -
535; 177 | ¥(59) 4.7255 -
1lp 1"~ | h.(1P) 3.5130 3.5254
21p; 1"~ | h.(2P) 3.9288 -
31p 1" | h.(3P) 4.2803 -
13P, 0t | xeo(1P) 3.5135 3.4147
23p, 0** | xeo(2P) 3.9295 -
33p, 0** | xeo(3P) 4.811 -
43P, 0t | xeo(4P) 4.5954 -
13P; 1™ | xa(1P) 3.5135 3.5107
23p, 1" | y.(2P) 3.9295 -
33p 1™ | xe1(3P) 4.2811 -
13P, 2% | ye2(1P) 3.5135 3.5562
23p, 2% | xe2(2P) 3.9295 -
33p, 2** | ye2(3P) 4.2811 -

Tabela 4.2: Espectro de massas (em GeV) para os estados S e P do charmonio, obtido através
da solugéo da equacéo de Schrodinger com o potencial de Cornell acrescido de um termo
de interacao spin-spin (quarta coluna). A primeira coluna traz a notacéo espectroscopica
nZS“L], a segunda, os nimeros quanticos J¥C e a terceira, os nomes dos mésons corres-
pondentes. Para fins de comparacéo, a quinta coluna exibe os valores experimentais para

oito estados disponiveis no PDG [20].

experimentais disponiveis [20]. Também sdo mostrados nas outras colunas as
notagdes n?>*1L; (primeira), J*¢ (segunda) e os nomes dos mésons correspondentes

(terceira).
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Comparando os valores tedricos, mie,, com os dados experimentais, Mexp, dispo-
niveis para os oito estados do charmonio reportados pelo PDG, observa-se que o
maior erro relativo, &, - definido como

|mexp — Mieo
frel = ——————, (4.5)
Mexp

ocorre no estado 0**, que é um méson escalar (spin nulo), denominado y.o(1P),
sendo da ordem de & = 2,893 x 102. Dessa forma, pode-se concluir que os resulta-
dos obtidos neste trabalho mostram-se bastante proximos dos valores experimentais
reportados pelo PDG [20].

Por fim, na Fig 4.2 estdo dispostas as funcdes de onda radiais, u,(r) (painéis
superiores) e as densidades de probabilidade, |u,(r)|?, (painéis inferiores) associadas

aos estados 0 (particula 7.) (esquerda) e 17~ (particula h.) (direita) para valores
den=1,23,4.

—n=1
—n=2 0.4 —n=2
—n=3 —n=3
0.2

—n=4 o —n=4

Uy (r) (GeVz)

Uy (r) (GeVz)

-0.6

()] (MeV)
(D) (MeV)
s

0

0 5 10 15 20 ) s T )

r(Gev) (Gev)

Figura 4.2: Funcdes de onda u,(r) (painéis superiores) e densidades de probabilidade
lun (r)|? (painéis inferiores) associados aos estados 0~* (1.) (esquerda) e 1*~ (h.), (direita)
para valores de n = 1, 2, 3, 4.

E observavel que, para valores de r ~ 15 GeV™!, a densidade de probabilidade
|un (r)|? torna-se praticamente nula. Isso indica que é altamente improvavel que o
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sistema de charmoénio possua um raio superior a 3,5 fm, considerando a conversao
1 GeV™! %~ 0,197 fm. Esse comportamento reflete a natureza compacta do sistema
c¢, cuja distribui¢ao espacial é bem confinada [18].

Uma medida quantitativa dessa extensdo é fornecida pelo raio médio, dado por

(r) :/Omrlun(r)l2 dr. (4.6)

No caso do méson J/i/, o valor encontrado para o (r) = 0,456 fm resultando em
um valor que é abaixo de 1 fm, que é o tamanho tipico de sistemas hadrénicos
compostos por quarks pesados.
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Com o objetivo de estabelecer a base conceitual necessaria para o estudo da
formacao de estados ligados do sistema cc, este trabalho iniciou com uma revisao
preliminar de topicos fundamentais em Mecanica Quantica, com énfase nas aplica-
¢des da equacdo de Schrodinger. A abordagem comegou pela analise de um sistema
unidimensional, modelado pelo pogo de potencial infinito, cuja solu¢io analitica foi
obtida. Nessa configuracdo, observou-se que o numero quantico principal n surge
naturalmente da imposicao das condi¢des de contorno nas extremidades do poco,
onde a particula encontra-se confinada. Como consequéncia, os niveis de energia e
as funcoes de onda assumem formas quantizadas, sendo expressos por multiplos de
constantes que dependem do valor inteiro de n.

Na sequéncia, o problema foi generalizado para o contexto bidimensional. Essa
extensdo evidenciou o surgimento de dois nimeros quanticos, ny e n,, demons-
trando que a dimensionalidade do sistema determina o ndmero de parametros
quanticos necessarios para descrever seus estados. Além da quantizacdo da energia,
esse modelo introduziu o conceito de degenerescéncia: diferentes combinagdes de
n, e ny podem resultar no mesmo valor energético, indicando que distintos estados
quanticos podem compartilhar o mesmo nivel de energia. Um resumo das solucdes
para os casos unidimensional e bidimensional encontra-se no Apéndice A.

Posteriormente, foi analisado o oscilador harménico quéantico unidimensional,
conforme resumido no Apéndice B. Para esta situacio, a equagido de Schrodinger
foi formulada para uma particula de massa m sujeita a um potencial harmoénico do
tipo %mwzxz, onde w é a frequéncia angular do sistema. Por meio de uma mudanca
de variavel adequada, a equacdo diferencial resultante pdde ser resolvida em termos
dos polindmios de Hermite, que determinam as fung¢des de onda normalizaveis do
sistema.

Apos isso, com o intuito de estudar a formagao de um estado ligado com solugéo
analitica, foi investigado o atomo de hidrogénio em trés dimensdes. Este sistema,
composto por um préton e um elétron ligados pela interagao eletromagnética, foi
modelado assumindo o préton fixo na origem, que é possivel pois sua massa é
significativamente maior que a do elétron. A equacdo de Schrodinger tridimensio-
nal foi expressa em coordenadas esféricas, e o método de separacdo de variaveis
permitiu converté-la em um sistema de trés equagdes diferenciais ordinarias para as
coordenadas r, 0 e ¢. A equacdo radial levou aos polinémios de Laguerre, enquanto
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as equagdes angulares geraram os harmonicos esféricos Yz, (60, ¢), que descrevem
a dependéncia angular do sistema. As propriedades relevantes desses harmonicos
estdo sumarizadas no Apéndice C.

De forma analoga ao atomo de hidrogénio, foi estudado o positrénio, um sistema
ligado formado por um elétron (e”) e um positron (e*), unidos pela interagio
eletromagnética. A massa total do positronio é aproximadamente a soma das
massas dos dois constituintes (m, = 0,511 MeV), acrescida da energia de ligacao.
Esta ultima é da ordem de Eje = % X (—13,6 eV) = —6,8 €V, valor inferior ao do
hidrogénio pois sua massa reduzida é a metade da do atomo de hidrogénio. Assim,
a massa total do positronio é aproximadamente 1,0219 MeV [1].

Com essa base, o estudo voltou-se a investigacdo da formacao do estado ligado
cc. Para isso, partiu-se da equacdo radial do atomo de hidrogénio, substituindo-se o
potencial de Coulomb pelo potencial de Cornell, acrescido de um termo de interagao
spin-spin, conforme descrito no Capitulo 3. Essa modificacio inviabiliza solucdes
analiticas, exigindo métodos numéricos para a determina¢do dos autovalores de
energia E,; e das func¢des de onda radiais u,(r).

A resolucao numérica foi realizada com o auxilio do software Mathematica, por
meio da funcdo NDEigensystem, que implementa o Método dos Elementos Finitos.
Os detalhes da metodologia e os resultados obtidos — incluindo o espectro de massa
dos estados ligados do charménio — encontram-se no Capitulo 4.

Ao se comparar as massas calculadas com os oito valores experimentais dispo-
niveis no Particle Data Group (PDG), observou-se que o erro relativo maximo é
Erel < 2,893 X 1072. Esse resultado sugere que tanto o tratamento nao relativistico
baseado na equacao de Schrédinger quanto a escolha do potencial de Cornell séo
apropriados para descrever a estrutura dos estados de charménio.

E importante ressaltar que, nesta analise, nio foram considerados outros efeitos
de estrutura fina e hiperfina no potencial, tais como o acoplamento spin-6rbita (LS)
e o operador tensorial, conforme discutido em [19]. A inclusdo desses termos permi-
tiria um detalhamento adicional da estrutura fina do espectro, possibilitando uma
descricao mais precisa das diferencas entre estados com mesmo nimero quantico
principal, mas diferentes combinagdes de spin e momento angular. A consideracdo
desses efeitos representa uma continuacdo natural e relevante para estudos futuros.

Embora a analise tenha se concentrado na formacao dos estados c¢, o0 mesmo
formalismo pode ser estendido para sistemas ligados formados por outros quarks
pesados, como o bottomdnio (bb). Nesse caso, seria necessario ajustar os parametros
livres do potencial para refletir adequadamente a dindmica associada a maior massa
do quark bottom. Além disso, como os efeitos relativisticos nesse sistema sdo ainda
menos significativos do que no charmonio, o tratamento nao relativistico torna-se
ainda mais justificado.
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Por fim, a Fig. 5.1 apresenta um grafico comparativo das massas totais e das ener-
gias de ligagao do positrénio, do hidrogénio, do charmoénio (J/¢) e do bottomoénio
(7). O grafico evidencia, de forma clara, a diferenca de escalas entre as interacoes
eletromagnéticas e a interagao forte, tanto em termos de massa quanto de energia
de ligacdo. Enquanto positronio e hidrogénio possuem energias de ligacdo da ordem
de eV — refletindo-se em massas totais significativamente menores — os estados
ligados de quarks pesados apresentam energias de ligacdo da ordem de centenas de
MeV, demonstrando a intensidade da forca forte (QCD) atuante nesses sistemas.

Comparacao de Sistemas Ligados: Positronio,

Hidrogénio, Charménio e Bottoménio
10000
Energia de Ligagéo dos Estados Ligados

Massa Total (MeV)

Positrénio Hidrogénio (H) ~ Charménio (J&) Botioménio

Figura 5.1: Comparagio das massas totais (painel da esquerda) e energias de ligacio (painel
da direita) entre os sistemas ligados: positronio, hidrogénio, charménio (J/¢) e bottoménio
(Y), destacando a diferenca de escalas entre as interacdes eletromagnética e forte.

Em sintese, este trabalho proporcionou uma trajetéria gradual e fundamentada,
desde sistemas quanticos com solucdes analiticas até a aplicacdo de métodos nu-
méricos no estudo de hadrons pesados. A analise da formacao do estado ligado
c¢ demonstrou que a equagdo de Schrodinger, mesmo em sua formulagido nao
relativistica, combinada com o potencial de Cornell, fornece uma descricio consis-
tente do espectro do charmoénio. Os resultados reforcam a relevancia dos modelos
potenciais no contexto da QCD néo perturbativa, destacando sua utilidade como
ferramenta acessivel e eficaz na compreensao qualitativa e quantitativa da estrutura
dos hadrons. Extensdes naturais deste estudo incluem a incorporacéo de efeitos
finos e hiperfinos e a aplicacdo do mesmo formalismo a outros sistemas ligados,
consolidando o papel dos métodos numeéricos no avancgo da fisica de particulas e de
sistemas fortemente interagentes.

Capitulo 5
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Poco de potencial infinito
em uma e duas dimensoes

O poco de potencial infinito ¢ um modelo teérico em que uma particula se move
livremente — isto é, sem influéncia de energia potencial — dentro de uma regiao
limitada, geralmente definida por 0 < x < L no caso unidimensional. Fora dessa
regido, a particula é submetida a um potencial infinitamente alto, o que a impede
de existir fora dos limites do pogo [13].

Para que o termo U (x)i/(x) presente na equacdo de Schrodinger [veja Eq. (2.8)]
nao se torne infinito, o que impediria qualquer possibilidade de encontrar uma
solucéo fisicamente aceitavel, deve-se impor que x < 0V x > L = ¢(x) = 0.
Para preservar a continuidade da funcdo de onda, deve-se assumir que seus valores
externos e internos ao pogo coincidam nas fronteiras, implicando as condi¢des de
contornox =0V x =L = ¢(x)=0.

Em uma dimensdo quando U(x) = 0 a equacdo de Schridinger, Eq. (2.8), pode
ser facilmente resolvida, e sua solucdo é dada por

2mE
¥ (x) = Asinkx + Bcoskx, k:w/%, (A.1)

em que A e B sdo constantes de normalizacao.

Para satisfazer a condicdo de contorno, /(0) = 0, é necessario impor que B = 0.
Japara /(L) = 0 é necessario que kL =nm, n=1,2,3....

Assim, a funcdo de onda apds o processo de normalizacdo, que define o valor de
A, é expressa da seguinte forma,

Un(x) = \/%sin (nLLx) , (A.2)

onde cada estado quantizado n adquire um valor de energia dado por

h?m?n?

E - W . (A.3)

As fungoes de onda, ,(x) e suas respectivas densidades de probabilidades,
[Y(x) K paran = 1,2,3,4, para L = 1 u.a. sio mostradas na Fig. A.1.
De forma analoga ao caso unidimensional, no poco de potencial infinito bidi-
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Poco de potencial infinito em uma e duas dimensoes

NARAYAYAY
\/

Figura A.1: As funcdes de onda, ¢,(x) (em azul) e as respectivas densidades de probabili-
dade, |y, (x)|%, (em vermelho) para o poco de potencial infinito unidimensional, para os
estadoscomn=1,2,3 e 4.

mensional é necessario impor condi¢des de contorno tanto na direcdo x quanto na
direcdo y, restringindo a particula a regiado 0 < x < Le 0 < y < L. Considerando
solucdes separaveis da forma y/(x, y) = X(x)Y(y), a equacio de Schrodinger pode
ser resolvida em cada dire¢ao independentemente, resultando em uma fungao de
onda normalizada para o sistema bidimensional [13].

2 ” . (T
Ynen, (X, y) = I sin (n Lﬁx) sin ( yL y) , (A4)

onde a expressao da energia quantizada é dada por

Engn, = = (ni+n;). (A.5)
Observe, por exemplo, que os estados onde n, = 1;n, = 2en, = 2;ny = 1
possuem energias degeneradas.
As densidades de probabilidades, [y, », (x, y) |* para as seguintes combinacdes de
estados n, = 1,n, = 1; ne = 2,ny = 1; ne = 1,ny = 2; ny = 2, ny = 2, sdo mostradas
na Fig. A.2.

Capitulo A
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Poco de potencial infinito em uma e duas dimensdes
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Capitulo A

Figura A.2: Densidades de probabilidade |, »,, (x, y)|? para o pogo de potencial infinito

bidimensional para os estados: n, = 1,ny = 1,1, = 2,ny = 1,1 = 1,0y = 251y = 2,0y = 2.
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Oscilador harmonico
unidimensional

Neste Apéndice apresenta-se um resumo dos principais conceitos envolvidos na
solucao do oscilador harménico em uma dimensao.

O oscilador harménico quantico constitui uma primeira aproximacéo para o es-
tudo do movimento vibracional de moléculas diatdomicas. Nesse modelo, considera-
se que o sistema oscila em torno de um ponto de equilibrio, e que, para pequenas
oscilagdes, o potencial é aproximadamente quadratico — e, portanto, harmoénico.

Como ja mencionado no Capitulo 2, o potencial do oscilador harménico, (1/2)mwx
torna a resolucdo da equacdo de Schrodinger um pouco complexa, pois envolve o
uso dos polinémios de Hermite.

Apos resolver a Equacgio de Schrodinger, é possivel mostrar que a fungéo de onda
normalizada para o oscilador assume a forma [21, 22]

1/4 1
ma)) —mwxz/Zth(g) , n= 0, l, 2, 3... (Bl)

In(x) = (5= N

hr
onde ¢ = +/(mw/h)x e H,(¢) sdo os polindmios de Hermite.

Em particular, o estado fundamental, n = 0, tem sua funcéo de onda dada por [13]
mw\1/4 2
_ (Mm© —(Vkm/2h)x
h(x) = (22) e .
Cada estado quantizado n tem um valor de energia que é dado por
1
En:(n+§)hco, n=0,1,273... (B.2)

Interessante notar que a menor energia (energia do estado fundamental) para
o oscilador néo é zero, mas sim 7iw/2. Considerando, para o estado fundamental,
a variacdo da posicdo como Ax = +//i/2mw e a varia¢io do momento como Ap =
Vhimw /2, quando fazemos o produto AxAp, obtemos [22]

h
AxAp = =

> (B.3)

que € o valor minimo permitido pelo principio da incerteza de Heisenberg.
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Oscilador harménico unidimensional Capitulo B

As funcdes de onda 1/, (x) e as respectivas densidades de probabilidade |, (x)|?
para os estados com n variando de 0 — 5 estdo mostradas na Fig. B.1.

) T2 Z5) Wz
8} 8 8 p 8
3 6 1 of
4 ) \_/\\“EL L A 3
2 2 2 v
Potantia Potcntia Potdnial
4 2 0 2 4 4 0 2 4 4 =2 0 2 4
w10) Iz 7
8} 8 8
6f 6 ] 6f "\,
4 4
af 4 1 4 5
2} v n=1 2 2 R
~—Potential . * Potdntial * . Potdntial *
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
20 vs0) TSIz
8} 8 1 8
s o /\/\»; o X S
4 1 ab
2 2 N .
of Potential x Potdntal * Potantia x Potantal *
4 2 0 2 4 7] 2 0 2 4 4 2 0 2 4 7] 2 0 2 4

Figura B.1: Funcdes de onda 1/,,(x) (em azul) e densidades de probabilidade |1/, (x)|* (em
vermelho) para o oscilador com n variando de 0 — 5.
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Harmonicos esféricos

Os harmonicos esféricos determinam a estrutura angular da fun¢ao de onda do
atomo de hidrogénio, ou seja, definem a forma e a orientacado espacial dos orbitais,
como a forma esférica do orbital s e a lobular do orbital p. Ja a parte radial se
restringe a determinar o espectro de energias do atomo de hidrogénio.

Os harmoénicos esféricos surgem como resultado da implementacdo da sepa-
ragdo de variaveis [veja Eq.(2.16)] na equagdo de Schrodinger tridimensional em
coordenadas esféricas expressa pela Eq. (2.8). Eles sdo fung¢des de onda angulares
normalizadas e definidos por [15]

(26+1) (£ —|m|)! ,,
Yg,m(H,gb):e\/ o Crm Py m(cos 6), (C.1)

emque € = (—1)" param > 0ee = 1 param < 0, e Py, sdo os polindmios
associados de Legendre.

A Fig. C.1 mostra algumas densidades de probabilidade angulares |Y; (6, ¢)|?
derivadas da resolugdo das Eqs. (2.11) e (2.12) para certos valores de £ e m.

Figura C.1: Densidades de probabilidade angulares |Y; ,, (0, #)|* derivadas da resolugio
das Eqs. (2.11) e (2.12) para alguns valores de £ e m. Os harmonicos Yy, Y1, Y20 € Y31
determinam a forma dos orbitais S, P, D e F, respectivamente.
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