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Qubits e o Teletransporte Quéantico

por

Cecilia Cristina Cavalcanti dos Santos

Resumo

Na primeira parte desta monografia, estudaremos, em nivel introduto-
rio, o formalismo matematico da mecanica quantica, concentrando nossa
atencao nos sistemas quanticos mais simples: os sistemas de dois niveis, ou
qubits. Utilizaremos a notacdo de Dirac para representar os vetores comple-
xos que descrevem os estados quanticos, bem como para discutir operagoes
basicas realizadas nesses sistemas. Além disso, serdo analisadas algumas
matrizes de transformagdo fundamentais, que descrevem as operacdes que
podem ser aplicadas aos estados quanticos.

Na segunda parte da monografia, estudaremos o protocolo de teletrans-
porte quantico, apresentando sua formulacao tradicional e a sua implemen-
tacdo por meio de portas l6gicas quinticas. Explicaremos, também, sua
primeira realizacdo experimental.
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Capitulo 1

Introducao Matematica

Neste capitulo faremos uma apresentagdo preliminar de alguns elementos do arca-
bougo matemdtico que sustenta a mecanica quantica e que serdo empregados no
decorrer deste estudo. Nossa atencao estard voltada, principalmente, para os sis-
temas quinticos mais elementares, conhecidos como sistemas de dois niveis ou
qubits (leia-se “’kilbits”), pecas centrais na teoria da informacao quantica.

Os qubits podem ser implementados experimentalmente de diversas formas.
Por exemplo, o spin de um elétron, que pode assumir dois valores (up ou down)
€ descrito por um qubit. O estado de polarizagdo de um féton (polarizagdo hori-
zontal ou vertical) também o é. Nas secdes subsequentes elaboraremos um pouco
mais sobre os aspectos fisicos dos qubits. Por ora, nosso foco é apresentar sua
representacdo matematica.

A descricdo do estado de um sistema quantico se faz através de um vetor per-
tencente a um espago vetorial complexo. Para representar tais estados, recorrere-
mos a notacdo de Dirac. Assim, o estado mais geral de um sistema de dois niveis
assume a forma

lv) = |0) + BI1), (1.1)
em que os coeficientes & e 3 sdo nimeros complexos sujeitos a condigdo de nor-
malizacdo

o>+ (B> = 1. (1.2)

Aqui, |z| denota 0 médulo do nimero complexo z.
Os vetores |0) e |1) constituem uma base ortonormal do espago de estados
associado ao sistema. Na forma matricial, esses vetores podem ser expressos como

0=(o)  m=(7): 13

As operagdes sobre estados quanticos sdo representadas por meio de matrizes,
denominadas operadores. As transformacdes mais importantes em sistemas de dois



niveis sdo descritas por matrizes unitdrias (operadores unitdrios), cuja definicdo
serd dada mais a frente. Um exemplo de destaque é a matriz de Hadamard,

1
H= 7 G _11> , (1.4)

cuja acdo transforma os elementos da base computacional em superposicdes com
probabilidades iguais. Operadores desse tipo sdo pecas-chave na manipulagido de
qubits e voltardo a aparecer mais adiante, quando discutirmos o protocolo de tele-
transporte quantico.

Em linhas gerais, o formalismo matematico necessario para descrever os sis-
temas quanticos de dois niveis advém da dlgebra linear. Conceitos como espagos
vetoriais complexos, bases, operadores lineares e produtos tensoriais estardo pre-
sentes ao longo deste capitulo.

1.1 Definicoes

A mecénica quantica possui um elegante formalismo matematico, o qual permite
descrever o comportamento microscopico de sistemas fisicos com surpreendente
precisdo. Suas previsdes nos levam a fendmenos que desafiam a intui¢do, como
uma unica particula manifestando-se simultaneamente em vérios locais distintos,
ou duas particulas que permanecem correlacionadas de modo misterioso (emara-
nhadas), mesmo separadas por grandes distancias.

Para investigar e descrever sistemas fisicos, fazemos uso de um formalismo
matemdatico. Assim como um pintor recorre a pincéis e tintas para dar vida a uma
obra, compreender ¢ manipular a mecanica quantica requer familiaridade com seus
pincéis e tintas: a dlgebra linear. Nas pédginas seguintes, faremos uma revisio
breve, porém fundamental, do aparato matematico necessario para o entendimento
do protocolo de teletransporte quéntico. Trataremos de nogdes bdsicas como veto-
res e espagos vetoriais, bases, independéncia linear e operadores, conceitos indis-
pensdveis a construgdo da teoria quantica. Consultamos dois livros para elaborar
este capitulo: Principles of Quantum Mechanics de R. Shankar [1]] e Principles of
Quantum Computation and Information, Vol. 1 de G. Benenti et al. [2].

Ao longo deste trabalho, adotaremos a notag@o de Dirac, na qual estados quan-
ticos sdo representados por meio de vetores linha (w|, chamados bras, ou por veto-
res coluna |v), denominados kets:

w=(wi wy ... wp) e |v)= - (1.5)

Utilizaremos, também, uma notacao compacta para representar os kets. Sendo



“T” a operagdo de transposi¢do, podemos representar o ket |v) da seguinte forma,
V)= va ... vl (1.6)

Definicao 1. Um espaco vetorial linear complexo V, de dimensao 7, consiste
em um conjunto de entidades chamadas vetores |1),]2), |3),...,|v), |w), fechado
em relacdo as operagdes de soma e multiplicacdo por escalar, satisfazendo as se-
guintes propriedades:

L vy +|w) = |w)+|v) (comutatividade da adi¢@o de vetores);
2. WY+ (wy+1z)) = (Jv) +|w)) +|z) (associatividade da adigdo de vetores);

3. Existe um vetor nulo O tal que [v) +0=0+|v) = |v)  (existéncia do vetor
nulo);

4. Para cada vetor |v) existe um tdnico vetor inverso tal que |v) + |—v) =0
(existéncia do inverso);

5. a(blv)) = ab|v) (associatividade da multiplica¢do por escalar);
6. a(|[v)+|w)) =a|v) +alw) (distributividade da multiplicagdo por escalar);

7. (a+Db)|v) =alv)+b|v) (distributividade da multiplicagdo por escalar);

oo

. Para qualquer [v) € V, |v)-1=1-|v) = |v) (existe a unidade multiplicativa).

Nos itens acima, a,b € C, isto é, sdo nimeros complexos, e |v), |w),|z) € V.
Exemplo 1. Considere o espaco vetorial complexo C>. Um vetor arbitrario
desse espaco pode ser escrito como

|B) = b11B1) +b2|B2) + b3 B3)-

Os vetores |B1), |B2) e |B3) podem ser expressos em termos de suas componen-

1 0 0
Bi)=10], By=[1], [B)=|{0
0 0 1
Ou, de forma mais explicita:
1 0 0 b
B)=b1 |0 +ba| 1] +b3|[0] =]|b2
0 0 1 b3

Vale ressaltar que, em (1.5)), os elementos |v) e (w| pertencem a espagos vetori-
ais distintos. Existe um mapeamento (ou correspondéncia) linear entre kets e bras,
pois a cada ket no espago de estados associa-se um bra correspondente no espaco
dual. De maneira mais especifica, cada componente do vetor coluna possui um



correspondente no vetor linha, dado pelo seu complexo conjugado. O espago dual,

portanto, € constituido por mapas lineares que atuam sobre o espaco de estados.
Defini¢do 2. Dizemos que um vetor |v) é combinagdo linear dos vetores |1),

|2),...,|n) quando existem escalares (ntimeros complexos) aj,az, ..., a, tais que

v) =Y aili). (1.7)
i=1

Defini¢ao 3. Um conjunto de vetores |i) é dito linearmente independente se,
e somente se, a relacdo a seguir sé for verdadeira quando todos os coeficientes a;
forem nulos:

immzo (1.8)
i=1

Ou seja, nenhum vetor do conjunto pode ser escrito como multiplo de outro. Quan-
do existe a0 menos um coeficiente nao nulo que torna a relacdo verdadeira, o con-
junto € dito linearmente dependente. A nocdo de linearidade tem importancia cen-
tral na mecénica quantica. Os estados que descrevem sistemas fisicos sdo vetores
em um espago vetorial complexo, e é justamente a linearidade que torna possivel
combiné-los para gerar novos estados, abrangendo todo o espago de dimensao n.
Exemplo 2. Os vetores da base candnica em R? (espaco real de dimensdo

dois),
. (1 . (0
el - 0 b 62 - 1 9

sdo linearmente independentes. De fato, para que a igualdade a;é; 4+ axé> = 0 seja
satisfeita, € necessdrio que tanto a; quanto a, sejam iguais a zero.

Defini¢iio 4. O produto interno entre dois vetores |v) = (vy,...,v,) e [w) =
(wl,...,wn)T pertencentes ao espago vetorial complexo V é o nimero complexo
dado por

n
(viw) =Y viwi=c, (1.9
i=1

onde z* representa o complexo conjugado do niimero z.
O produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

1. (vjv) >0 (igual a 0 somente se |v) = 0);
2. (vw) = (wn)™s
3. (v|[(a|lw)+b|z)) = a(v|w) + b(v|z).

Como consequéncia de 1 e 2 acima, se |@) = a|w) + b|z) temos que (¢|v) =
a*(w|v) +b*(z|v). Em esséncia, o produto interno é uma extensio do conceito de
produto escalar definido para espagos vetoriais reais. A diferenca reside no fato de
que, em vez de manipularmos vetores com componentes reais, trabalhamos agora
com componentes complexas.



Exemplo 3. Considere os vetores

w=(,5,) =(5)-

O produto interno entre eles € dado por
(vwy=2"-i+(1+i)*-3=2i+(1—-1i)-3=2i+3-3i=3—1i.

Definicdo 5. A dimensdo de um espago vetorial corresponde ao nimero de
vetores linearmente independentes capazes de gerar todo o espago.

Definicio 6. Uma base de um espaco vetorial V é um conjunto formado por
n vetores linearmente independentes que geram a totalidade do espaco vetorial.
Qualquer vetor pertencente a V pode ser expresso, de forma tnica, como combina-
¢do linear dos vetores que compdem esse conjunto.

Na equagio (1.7), os vetores |i) representam os elementos da base, e os escala-
res a; sdo os coeficientes que multiplicam cada um desses elementos.

Defini¢do 7. A norma de um vetor |v) = (vy,...,v,) é dada por:

I = /0wy = Z\ (1.10)

E possivel normalizar qualquer vetor ndo nulo dividindo-o por sua norma. Esse
vetor resultante, de norma igual a um, é chamado de vetor unitdrio e satisfaz a
condi¢do \/Y", |vi|> = 1. Na mecénica quantica, um vetor que satisfaz esta tltima
condicao é chamado de vetor normalizado.

O produto interno permite definir a nocdo de distancia entre vetores e o an-
gulo entre eles dentro de um espago vetorial complexo. Conclui-se, portanto, que
o produto interno estabelece a métrica do espago de Hilbert .57, conceito que abor-
daremos com mais detalhes a seguir.

Definicdo 8. Dois vetores |v) e |w) sdo considerados ortogonais quando seu
produto interno € igual a zero:

<v\w>:iv?w[20. (1.11)

Exemplo 4. Os vetores |v) = (2,3,—1) e |w) = (1,0,2) sdo ortogonais, uma
vez que
(vw)=2-143-04+(-1)-2=24+0-2=0.

Definicdo 9. Um conjunto de vetores |1),|2),...,|n) é classificado como orto-
normal quando

(il j) = &ij, (1.12)
sendo i, j=1,2,...,n e &; a delta de Kronecker:
0 .
5,,-:{ : Sef#]_’ (1.13)
1, sei=].



Dessa maneira, qualquer vetor pode ser decomposto em fungdo dos vetores de
uma base ortonormal por meio do produto interno:

V) = Yol = Y v = Y. vl (1.14)

Note que um cdlculo direto utilizando qualquer base dd que Y7, |i)(i| =1, onde I é
amatriz identidade de dimensdo n. A matriz identidade ¢ uma matriz diagonal onde
os elementos da diagonal principal sdo todos um e os elementos fora da diagonal
sdo nulos. Dessa forma, I|v) = |v) ou, equivalentemente, Y, |i){(i[v) = |[v).

Definicao 10. Chamamos de espaco de Hilbert # um espaco vetorial com-
plexo, completo e dotado de um produto interno.

Se a grandeza fisica que queremos descrever for descrita por um nimero con-
tavel de possibilidades, como spin up ou down para um elétron, o espago .7 é
chamado de espacgo discreto. Neste caso o nimero de coordenadas que caracte-
riza um vetor desse espago € finito e podemos associar a ele uma base discreta
que obedecerd as propriedades ja apresentadas neste capitulo. Por outro lado, se
a grandeza fisica sendo descria pertencer a um espago vetorial ndo-contdvel (po-
sicdo e momento da particula, por exemplo), 7# é chamado de espaco continuo.
Neste cendrio, os vetores que o habitam sdo representados por func¢des continuas de
determinados parametros e este espago vetorial tem dimensio infinita. Neste traba-
lho, restringiremos nossa andlise aos espacos de Hilbert discretos, uma vez que o
protocolo de teletransporte aqui estudado se passa em espagos vetoriais discretos.

Defini¢do 11. Seja |v) um vetor de um espago vetorial V de dimensdo n. Um
operador A corresponde a uma transformagio aplicada a esse vetor |v), levando-o
a outro vetor |v'), também pertencente a V:

Ay = V). (1.15)

Os operadores podem ser classificados em lineares ou nao lineares. Para qual-
quer par de vetores |v) e |w) e qualquer nimero complexo @, os operadores lineares
atendem as seguintes propriedades associativas e distributivas:

1. Av) = BJv) (se e somente se A = B);
2. Aalv) = aAlv);

3. (A+B)|v) =AW) +BJv);

4. A(a|v)+B|w)) = aAlv) + BA|w).

Aplicando a equagdo (I.7):

Ay =Y Aailiy =Y aiAliy =Y aili’). (1.16)
i=1 ' i=1

i=1
Mais uma vez, fica evidente a importancia da linearidade. Conhecendo-se a
acdo do operador sobre os elementos da base, torna-se possivel determinar como
ele atua sobre qualquer vetor do espago vetorial em consideracao.
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Definicao 12. O operador identidade € aquele que, ao ser aplicado a qualquer
vetor, devolve o préprio vetor:
Iv) = |v). (1.17)

Definicao 13. O operador nulo é caracterizado por satisfazer

0lv) =0. (1.18)
Definicio 14. O operador inverso de um dado operador A, quando existe, sa-

tisfaz
ATTA=AA""=1. (1.19)

A existéncia do inverso de um operador é garantida se, e somente se, a equacio
Alv)=0 (1.20)

¢ satisfeita apenas se |v) for o vetor nulo. Além disso, A tem um inverso se, ¢
somente se, det(A) # 0, onde det(A) representa o determinante da matriz A. De
forma direta, observa-se que

(AH1=A. (1.21)

J4 o inverso do produto entre dois operadores é dado por:

(AB)y"' =B 1AL (1.22)

Definicao 15. Um operador U € classificado como unitdrio quando

vut=uv'u=1. (1.23)

Em outras palavras, um operador ¢ unitério se, e somente se,

uvr=u-!, (1.24)

com U também unitério. Note que U = (U”)*, isto é, a operagdo conhecida como
“U adaga” (obtencdo do operador adjunto) consiste na transposicdo da matriz U
seguida pela conjugacdo complexa de todos os seus elementos. Podemos inverter
a ordem destas operagdes sem alterar o resultado final: (UT)* = (U*)T.

Uma caracteristica notavel dos operadores unitarios € a preservagdo do produto
interno. Quando atuam sobre dois vetores |v) e |w), de modo que possamos definir
lu) =U|v) e |z) = Ulw), obtemos:

(ulz) = (U U W) = WIUTU|w) = (v]w). (1.25)

No caso particular em que |v) = |w), percebe-se que o operador unitdrio também
conserva a norma do vetor.
Definicdo 16. Diz-se que o operador A" é o adjunto de A quando:
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o (Alw)) = ((v|AT) |w). (1.26)

Definicéio 17. Um operador ¢ dito Hermitiano quando A" = A, e anti-Hermitia-
no quando A" = —A. Os autovalores associados a operadores Hermitianos sio
sempre ndmeros reais.

A operagdo de tomar o adjunto de um operador equivale, de modo andlogo, a
tomar o complexo conjugado de um nimero. Como a|v) = |av) e (av| = (v|a*,
temos:

Av) =1Av) e (Av|= (v]AT. (1.27)

Definicao 18. O comutador entre dois operadores é definido pela relagdo

[A,B] = AB—BA. (1.28)

Exemplo 5. Um exemplo amplamente conhecido envolve a ndo-comutatividade
entre as componentes do momento angular orbital ou de spin. Para o momento
angular de spin do elétron, temos,

3
6:,6/] =21 ) &6, (1.29)
k=1
onde i € a unidade imagindria, 6; sdo as matrizes de Pauli discutidas nos capitulos
seguintes, Em=&31=8p=1,3=€pnp=€=—1le Eijk = 0 se um ou mais
indices sdo iguais.

Pode-se mostrar que a ndo-comutatividade entre estes operadores implica a
impossibilidade de se conhecer simultaneamente, com precisio absoluta, mais de
uma componente do momento angular intrinseco (spin) do elétron. Podemos saber
qual o spin do elétron ao medirmos este spin na direcao z (direcdo 3) mas nio seu
valor simultaneamente nas dire¢des x e y (diregdes 1 e 2). Esse comportamento
ilustra mais uma das peculiaridades da mecénica quéntica, onde grandezas que
classicamente seriam mensuraveis em conjunto se tornam, no contexto quantico,
incompativeis entre si devido a natureza fundamental dos operadores envolvidos.

Quando dois operadores comutam entre si, 0 comutador associado é nulo e,
portanto

AB = BA. (1.30)

Além do comutador, hd também o anti-comutador, definido por:
{A,B} =AB+BA. (1.31)
Definicio 19. Um operador linear A que atua sobre um espaco vetorial de

dimensdo n pode ser representado, em uma certa base, por uma cole¢io de n’
niimeros, conhecidos como elementos de matriz A;;.

12



A equagio (I.T6) mostrou que, ao aplicar um operador a um vetor pertencente
a um espaco vetorial complexo, sua acio se estende também a toda a base na qual
esse vetor é expandido. Assim, conhecendo-se o resultado da ag¢do do operador
sobre os vetores da base, torna-se possivel prever a transformacdo ocorrida em
qualquer estado:

Ay =AY aili) =Y aiAli) =Y aill'). (1.32)
i i i
Se a aplicacio de A em |v) resulta em

Ay = V), (1.33)

entdo as componentes do ket [V') podem ser obtidas em fungdo de A;; e das com-
ponentes de |v):

a; = (i) = (ilA]v) = (ilA (Zajm) =Y a;lilAlj) = Y Ayja;.  (1.34)
J J

J

Observe que A|v) retorna um novo vetor e (i|A|j) corresponde ao elemento de
matriz A;; de A.

Podemos reescrever a equagdo (1.34) em sua forma matricial, na qual a coluna
n representa o n-ésimo vetor da base, ji transformado pela a¢do do operador:

a (HAD) (1AR) - (Al (a
S R e FRTED
a,)  \wAl) (ldR) - (@A) \a

Um operador também admite representagcdo por meio do produto externo entre
dois kets. A ordem em que esses objetos aparecem na notagdo de Dirac € crucial: o
termo (v|w) resulta em um nimero complexo, enquanto |v)(w| produz uma matriz.
Logo, é possivel escrever operadores na forma matricial, em que cada elemento é
determinado por (1.35).

Exemplo 6. Tomando novamente os vetores do Exemplo 3, o produto externo
entre |v) e |w) resulta em

v)(w| = <lii> (=i 3)= ((l—i—_i)z(i—i) 3(16+i)> - <1_—2ii 34?31')'

Exemplo 7. O operador identidade pode ser representado em funcdo de seus
elementos de matriz:

Lij = (ill]j) = (ilj) = 8. (1.36)

13



De forma explicita,

1 0 0
01 --- 0

Li=1. . . - (1.37)
00 --- 1

Definicao 20. A relacdo de completeza expressa a decomposicdo da matriz
identidade como uma soma sobre um conjunto completo de projetores:

I:me :ZPi. (1.38)

O termo P, = |i) (i| € denominado operador proje¢ao associado ao ket |i). Quan-
do esse operador atua sobre um vetor arbitrério |v), o resultado é um vetor propor-
cional ao vetor da base considerado, com coeficiente v; que indica a parcela de |v)
projetada na direcdo de |i):

Plv) = |i){i]v) = |i)v. (1.39)

A soma de todas essas projecdes, em todas as dire¢Oes da base, recupera o
préprio vetor original. Nota-se facilmente que Pl-2 =P.

Os projetores associados aos vetores de uma base satisfazem ainda a seguinte
relagdo:

PP = i) (il j)(j| = 6;P;. (1.40)

Definiciio 21. Um autovetor de um operador linear A é definido como um vetor
|v) ndo nulo tal que

Ap) = alv), (1.41)

em que o ¢ um nimero complexo chamado autovalor de A associado ao autovetor
[v). A equagdo (1.41) é conhecida como equag@o do autovalor.

Utilizando as equagdes (1.7), (1.16) e (I.41)), pode-se mostrar que a solucdo da
equacao (T.41)) € obtida a partir da equag@o caracteristica:

det(A —al) =0. (1.42)

Convém destacar que, embora a equacdo (1.42) seja calculada em uma base
especifica, os autovalores resultantes (raizes do polindmio caracteristico) ndo de-
pendem da escolha dessa base. Em outras palavras, a equagdo (I.42) é determinada
exclusivamente pelo operador A, sem qualquer relagio com a representagio matri-
cial empregada.

Exemplo 8. Considere o operador A dado por

A 2 1
A (1 2). (1.43)
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Podemos calcular seus autovalores e autovetores usando a equacdo (T.42):

2—a 1

det(A—(xl):‘ L 9 g

’:(2—05)2—1:0. (1.44)

Resolvendo, encontramos (2 — ) = 1, ou seja, & = 3 e a = 1. Resolvendo a

equagio
2 1\ (x X
(1 2)()=()

1y
obtemos que |v;) = % ( 1> é o autovetor correspondente a ¢&¢; = 3 enquanto o

V2
Definicdo 22. Para todo operador Hermitiano A, existe pelo menos uma base
formada por seus autovetores ortonormais. Nesta base, A é diagonal, com seus
autovalores ocupando as entradas da diagonal principal.
Defini¢ao 23. As matrizes de Pauli oy, 0y € 0 (ou 01,0, € 03) sdo dadas por

0 1 0 —i 1 0
O'x:<1 0), O'y:<l. 0), O'Z=<0 _1>. (2.39)

Muitas vezes estas matrizes sdo representadas, respectivamente, pelas letras
X, YeZ.

. . 1
autovetor associado a 0 = 1 é |vp) = 1= < 1>.

15



Capitulo 2

Os Postulados da Mecanica
Quantica

Neste capitulo, faremos uma revisdo dos postulados que servem de alicerce para a
mecanica quantica, tomando como referéncia os seguintes dois livros para elaborar
este capitulo: Principles of Quantum Mechanics de R. Shankar [1]] e Principles of
Quantum Computation and Information, Vol. 1 de G. Benenti et al. [2]]. Discu-
tiremos brevemente o significado destes postulados e as implica¢des de cada um
deles. Em seguida, retomaremos nossos estudos sobre os qubits e discutiremos 0s
estados quanticos emaranhados, os quais se mostrardo bastante uteis na descri¢io
matemadtica do protocolo de teletransporte.

2.1 Os postulados da mecanica quantica

Postulado 1. A todo sistema fisico isolado associa-se um espaco veto-
rial complexo munido de produto interno (o espago de Hilbert), o qual
€ denominado espaco de estados do sistema. A descricdo completa do
sistema € feita por seu veror de estado (ou fungdo de onda), um vetor
unitdrio pertencente a esse espago de Hilbert.

Exemplo 1. O sistema quantico mais elementar com o qual podemos lidar
€ o de dois niveis. O espaco de estados desse sistema possui dimensdo n = 2.
Admita que |0) e |1) constituem uma base ortonormal desse espago. Sendo assim,
qualquer vetor desse espago vetorial pode ser escrito como uma combinacio linear
dos elementos da base,

|y) =al0) +b]1), @.1)

onde a e b sdo nimeros complexos. Como |y) é um vetor unitdrio, deve-se ter
la]> +|p]> = 1.

De maneira intuitiva, os estados |0) e |1) se assemelham aos valores 0 e 1
assumidos por um bit cldssico. Contudo, a comparacdo ndo pode ir muito longe,
ja que o qubit corresponde, na verdade, a uma superposi¢do desses dois estados.
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Nio se pode afirmar que o qubit se encontra de forma definitiva no estado |0) ou
no estado |1) antes que uma medida seja realizada sobre o sistema. Mais adiante,
exploraremos os qubits com maior profundidade.

Postulado 2. A evolugdo de um sistema quantico isolado é descrita
por uma transformacdo unitdria. Em outras palavras, o estado |y)
do sistema em um dado instante #; relaciona-se com o estado |y’') no
instante f, por meio de um operador unitdrio U que depende somente
dos tempos | e f;:

W) =Uly). (2.2)

O termo “isolado” aqui significa que o sistema nao interage de forma alguma
com outros sistemas. E evidente que, em sentido estrito, um sistema totalmente
isolado ndo existe (a menos que se considere o Universo como um todo), uma vez
que mesmo o sistema mais isolado tende a interagir, ainda que minimamente, com
sistemas vizinhos. Apesar disso, hd sistemas que podem ser aproximados, com
boa precisdo, como se estivessem isolados. No caso particular dos sistemas de dois
niveis, qualquer sistema cujos dois niveis estejam suficientemente afastados dos
demais pode ser tratado, de forma aproximada, como um sistema de dois niveis
isolado.

As matrizes de Pauli sdo exemplos de operadores que representam transfor-
macdes unitdrias aplicdveis a qubits. Na linguagem da computacdo quantica, os
operadores Oy, Oy € 0, de Pauli correspondem, respectivamente, as portas logicas
X, Y eZ. A porta X atua trocando |0) por |1) e |1) por |0):

o) = o (@]0) + B 1)) = a|1) + B [0). 2.3)

Jd a porta Z preserva |0) sem altera¢des e introduz uma inversdo de fase em |1):

o:|y) = o:(a[0) + B 1)) = a[0) = B|1). (2.4)

Por sua vez, a porta Y acrescenta uma fase i e permuta os valores associados a |0)
e |1), a0 mesmo tempo em que inverte o sinal de |1):

oy |ly) = oy(a|0) +B (1)) = ia[1) =i |0). (2.5)

O segundo postulado descreve a relagdo entre dois estados quénticos de um
sistema isolado, separados por dois instantes de tempo distintos. Podemos refinar
a definicdo desse postulado de modo a englobar também a evolugao do sistema em
um tempo continuo.

Postulado 2’°. A evolucio temporal do estado de um sistema isolado é
regida pela Equacdo de Schrodinger:

ihd|w>

a =HW, 2.6)
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sendo 7 a constante de Planck dividida por 27 e H a hamiltoniana do
sistema, que corresponde a um operador hermitiano.

Uma das consequéncias diretas da Equacdo de Schrodinger € a reversibilidade
da evolucgdo temporal do sistema. Tal evolucdo, em um sistema quantico isolado,
€ reversivel, contanto que nenhuma informacdo seja extraida sobre o estado do
sistema. Em outras palavras, essa reversibilidade significa que, conhecendo-se o
estado final e a forma como a evolugdo ocorreu, € possivel determinar o estado
inicial do sistema.

Por ser hermitiano, H admite a decomposicao espectral

H=Y E|E)(E|, @2.7)
E

com autovalores E e autovetores unitdrios correspondentes |[E). Os estados |E)
recebem o nome de autoestados de energia ou estados estaciondrios. A menor
energia que o sistema pode assumir € chamada de energia do estado fundamental
do sistema, e o autoestado de energia correspondente é denominado estado funda-
mental.

Postulado 3. As medidas quanticas s@o descritas por uma colecéo
{M,,} de operadores de medida, que atuam sobre o espago de estados
do sistema submetido a medi¢do. O indice m representa os possiveis
resultados que o experimento pode fornecer. Se imediatamente antes
da medida o sistema estiver no estado |y), a probabilidade de se obter
o resultado m é

p(m) = (Y| M| y) (2.8)
e o estado em que o sistema fica imediatamente apds a medida é
M,
(MM, )

Os operadores de medida obedecem a relagdo de completeza

Y MM, =1, (2.10)

o que, combinado com (2.8)), garante que a soma de todas as probabilidades ¢ igual
al:

Y p(m) =Y (wIM}M,|y) = w\Z MMy|y) = (yly) = 1. (2.11)

m m

Exemplo 2. Vamos realizar uma medida sobre um qubit utilizando a base com-
putacional. Existem dois resultados possiveis, descritos pelos operadores de me-
dida My = |0) (0| e M; = |1) (1|. Ambos sdo hermitianos, e além disso M3 = My,
M12 = M. Portanto, a relagdo de completeza é satisfeita:
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I = MM, + MM = Mo+ M;. (2.12)
Suponhamos agora o estado
w) = al0)+b]1).
Entdo, a probabilidade de obter como resultado da medida o valor 0 é
p(0) = (yIMgMo|y) = (yIMo |w) = |al*

Analogamente, a probabilidade de obter o valor 1 é p(1) = |b|>. O estado do
sistema apds a medida, em cada um dos casos, serd

M,
o al
Mily) b
— 1
o Y

Como os coeficientes |Z—| e ‘—Z| possuem modulo igual a um, podemos descarta-
los e considerar os estados pés-medida simplesmente como |0) e [1). Em outras
palavras, fases globais sdo irrelevantes para caracterizar um estado fisico. Tanto
¢'%|y) quanto |y) representam o mesmo estado.

Postulado 4. O espaco de estados de um sistema fisico composto
¢ o produto tensorial dos espacos de estados dos subsistemas que o
constituem. Além disso, considerando sistemas numerados de 1 até n,
e supondo que o sistema i tenha sido preparado no estado |y;), entdo
o estado conjunto do sistema completo é dado por |y1) ® |yr) ®...®

W)

2.2 Valor esperado

Imaginemos um conjunto de estados |y) preparados de forma idéntica, consti-
tuindo o que chamamos de ensemble. Considere agora um operador A associado
a uma grandeza fisica que queremos medir. Chamamos este operador de observd-
vel do sistema. O postulado da medida diz que ao efetuarmos a medida de A,
qualquer um dos seus autovalores pode ser o resultado obtido. Realizando essa
medicdo em cada cOpia do sistema, obtemos uma distribui¢cdo de probabilidades,
em que cada autovalor A, estd vinculado a uma probabilidade P(A,) = |c,|?. Como
ja discutimos na se¢do anterior, em geral ndo conhecemos o resultado exato antes
da medida, apenas sendo possivel obter a probabilidade de ocorréncia de cada re-
sultado. Define-se entdo o valor esperado de um observavel como a média das
medidas sucessivas realizadas sobre um ensemble de particulas preparadas identi-
camente:
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A=Y 2P (Aa) = Y Al Gt )%, (2.13)

sendo |u,) o autovetor associado ao autovalor A,,.
De forma alternativa, podemos utilizar a relacdo de completeza:

(WIA|y) = (y|1A1]y)
Wl (L) i A (L b)) )

= Y (Wlitn) (un| A |tt) (10| ) (2.14)

Recorrendo a equacdo do autovalor:

Z<‘/’|un> (”nm |tm) (| W) = Zln (Wlun) (un|tm) (um| W)

=) Aul(un| W)

= (A). (2.15)

2.3 Qubits

O bit cldssico é a unidade fundamental de informagdo nos sistemas computacio-
nais, podendo assumir os valores bindrios 0 e 1. Em contrapartida, o qubit é a
unidade bésica da informagdo quéntica e pode ser realizado em qualquer sistema
de dois niveis, como o spin do elétron, a polarizacdo de um f6éton ou um 4tomo
de dois niveis com um estado fundamental e um estado excitado. Esse sistema de
dois niveis € descrito por um espago de Hilbert complexo com duas dimensdes.
Para construir um qubit, basta escolher um par qualquer de vetores normalizados e
mutuamente ortogonais nesse espago. Em geral, recorre-se a base computacional:

MEH,MEH. (2.16)

Conforme discutido, qualquer estado contido nesse espaco pode ser represen-
tado como combinacio linear dos vetores da base:

W) = a[0)+B 1), (2.17)

em que «, 8 € C. J4 que esse estado deve ser normalizado, é necessario que |a|* +
B2 =1.

Vale notar que fases globais ndo carregam significado fisico, pois ndo influen-
ciam as propriedades observéveis do sistema. Sendo assim, os estados |y) e ¢/ |y)
levam aos mesmos resultados experimentais apés uma medida. Por essa razao, é
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conveniente fatorar essa fase global. De modo particular, é vantajoso escolher a
fase global de modo a tornar o coeficiente de |0) real e ndo negativo (com excec¢do
do caso em que o estado é o préprio elemento da base |1), onde o = 0). Combi-
nando esse fato com a condi¢io de normalizagdo, € mais conveniente trabalhar ndo
com o e f3 diretamente, mas com & = cos(0/2) e B = ¢/? sin(6 /2) para representar
o estado genérico de um qubit:

]
|w>:cosg\o>+e'¢smg|1>: [ei’ossnfg} : (2.18)
sendo 0 <0 <me0< ¢ <2xm O intervalo permitido para 0 e a presenca do
fator 1/2 asseguram que o qubit seja representado de modo tnico. Poderiamos
pensar em deixar 6 variar de 0 a 27 e usar o angulo inteiro, porém essa escolha
ndo garantiria uma caracterizag¢do tnica do qubit em termos dos parametros 0 e ¢.
Sob essa nova parametrizacdo, hé infinitos estados possiveis para o sistema.
Apesar disso, um qubit ndo armazena uma quantidade infinita de informagdo. Na
pratica, para especificar os nimeros complexos o e 8 seria necessario dispor de um
ensemble de estados identicamente preparados e realizar medidas sobre um nimero
arbitrariamente grande deles, de modo a obter, em média, os valores de o e 3. A
cada medida feita sobre o sistema, extrai-se apenas um tnico bit de informagao: o
autovalor relativo ao autoestado para o qual o sistema colapsa (6, = +1 ou 0, =
—1, no caso de uma medida do qubit feita ao longo de um eixo n arbitrario).
Ou seja, na prética, um sistema de dois niveis pode ser empregado como qubit
desde que possa ser manipulado das seguintes formas:

1. Pode ser preparado em um estado bem definido (por exemplo, o estado |0)).

2. Qualquer estado do qubit pode ser convertido em qualquer outro por meio
de transformacdes unitdrias.

3. O estado do qubit pode ser medido na base computacional. Em outras pala-
vras, é possivel medir a polariza¢do do qubit ao longo do eixo z.

O operador hermitiano associado a essa medida é a matriz de Pauli o;, cujos
autoestados sdo justamente os kets |0) e |1). Assim, se o qubit estiver no estado
dado em (2.18), poderemos obter como resultado da medida os autovalores o, =
+1 ou 0, = —1, com probabilidades

0\> 0>
p=low)F=(c0s2) e p=laiwP=(snd) . )

2.4 A esfera de Bloch

A utilidade da parametrizacdo introduzida na equagao (2.18)) reside na possibili-
dade de mapearmos todos os estados do qubit sobre a superficie de uma esfera
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unitdria. Em outras palavras, podemos interpretar ¢ como o angulo azimutal e 0
como o angulo polar em coordenadas esféricas. Essa representacdo geométrica
do qubit é conhecida como esfera de Bloch. A condicdo de normalizacdo permite
associar a cada estado do qubit um ponto sobre essa esfera. O vetor de Bloch €, por-
tanto, um vetor cujas componentes (x,y,z) satisfazem a condigdo x> 4+ y? 4 z% = 1.
Essas coordenadas (x,y,z) da esfera de Bloch sdo, a menos de uma fase global,
observaveis (veja Fig. [2.1)).

: 10y

Figura 2.1: A representacdo da esfera de Bloch de um qubit. Um qubit pode ser
completamente determinado pelos angulos 6 e @, nos intervalos 0 < 0 <mwe 0 <
¢ < 2m. Um qubit arbitrdrio pode ser escrito em termos desses angulos como
ly) = cos (£)10) + ¢ sin (&) |1).

Quando aplicamos as matrizes de Pauli, escritas na base computacional, ao
estado dado em (2.18)), obtemos

0 o . 0
oy |y) =cos —[1) +¢'? sin 5 [0), (2.20)
6 o . 0
oyyw>:icos§yl)—ie'¢ sin - [0), (2.21)
o |y) :cosg|0>—e’¢ sing|1). (2.22)
Os valores esperados de oy, 0, e 0, podem ser obtidos aplicando (y/| as Equa-
¢oes 220) - @22):
0 1 :
wiadvi=twl[] o|Iv)=sincoso —x 2.23)
0 —i o
wigslvi =l |} 5] ) =sinosing . (224)
1 0
wio v =iy 5] ) =coso == (225)
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Ao medirmos o, encontramos as coordenadas (x,y,z). De fato, fazendo uso
da Equagdo (2.19), temos

0\’ 0\’
Po—p1= <c0s 2> — <sin 2) =cosfO =z (2.26)

Se dispomos de um nimero N suficientemente grande de sistemas preparados
identicamente no mesmo estado (descrito pela Eq. (2.18)), é possivel estimar z
como Ny/N —N; /N, em que Ny representa a quantidade de medidas com resultado
|0) (autovalor +1) e N; a quantidade de medidas com resultado |1) (autovalor —1).
A conclusio é que a precisdo da medida de z pode ser tornada tio alta quanto se
queira, bastando que o nimero de medi¢des realizadas seja suficientemente ele-
vado. Por outro lado, para obter as coordenadas x e y, € necessdrio aplicar pre-
viamente transformacdes unitdrias ao sistema. Ao agirmos com a transformacio
unitaria

I 1 1
U =— [_1 1] (2.27)
sobre o estado dado em 1i obtemos 0 novo estado |lll(1)> = U |y). Projetando
esse estado na base computacional, obtemos como resultado -1 ou 1, com probabi-

lidades pél) = ‘<0‘q/(1)>‘2 ep(ll) = ‘<l‘l]/(1)> 2, respectivamente. Logo,

() _ (1)

Py —Pp) =cos¢sinf = x. (2.28)
De forma andloga, se o estado for transformado pela matriz
I |1 —i
U, = ﬁ [—i 1 :| (2.29)
obtemos ‘W(2)> = U, |y). Dessa forma,
PP —pl? =singsind =y. (2.30)

sendo p(()z) = ’<0‘ l//(z)> ‘2 e p(12) = |<1 ‘ l//(2)> ‘2 as probabilidades de obter, respecti-
vamente, os autovalores +1 ou -1 (kets |0) ou |1)) quando medimos, por exemplo,
o spin de um elétron ao longo do eixo z.

Na Figura[2.1] os estados da base computacional correspondem aos autovetores
do operador Z e ocupam os polos norte e sul da esfera de Bloch. Os estados da
base {|+),|—)}, por sua vez, sdo autovetores do operador X e, juntamente com o0s
estados {|+1i),| — i)}, que sdo os autovetores de Y, estdo localizados em pontos
opostos no equador da esfera de Bloch.

2.5 [Estados emaranhados

No Capitulo 1, vimos que estados compostos sdo descritos por meio do produto
tensorial. Considere dois qubits cujos estados locais sejam |y)4 = [0) e |y)p =0).
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O estado global do sistema, isto é, o estado conjunto dos dois qubits, é dado pelo
produto tensorial entre os estados locais:

W) ag = [W)a®|y)p = |0) ®|0) = |00). (2.31)

De maneira semelhante, se tivermos |y)4 = |0) e |y)p = |+), sendo |+) =
%(|O> +11)), entdo o estado global resultante serd

1
V2
Dessa forma, obtemos o estado global a partir dos estados locais dos qubits.
Mas serd que o caminho inverso também € possivel? Em outras palavras, dado um
estado global, somos sempre capazes de recuperar os estados locais individuais de
cada qubit? Vejamos.

Podemos escrever os estados locais |W)4 e |y)p, bem como o estado global
|W)aB, da seguinte forma:

[W)as = [V)a @ [y)p = |0) © |+) = —=(]00) +[01)). (2.32)

|W)a =ao|0) +ar|1),
|w)p = bo|0) + b1 1),

W)as = ;5<oo>+|11>>, (2.33)

sendo ag,ai,bg,b; as amplitudes de probabilidade correspondentes a cada estado.
O produto tensorial entre os estados locais resulta em:

Wa@ly)s = (aol0)+ai[1))®(bo|0)+b1]1))
= agho|00) +aoby |01) +arb|10) +arby [11).  (2.34)

Comparando a Equagdo (2.34) com (2.33)), constatamos que

1
aobo = arby = 7 (2.35)
aopby = ajby = 0. (2.36)

Isto é, devemos ter ap = 0 ou b; = 0. Entretanto, a Equagio indica
que nem ag nem b; podem ser nulos. Essa contradicdo revela uma propriedade
exclusiva desse estado: o emaranhamento. Em suma, o estado |y)sp ndo pode
ser fatorado como produto de dois estados locais. Estados deste tipo sdo cha-
mados de estados quénticos emaranhados ou simplesmente estados emaranhados.
Este estado serd o recurso quantico fundamental para a execugao do teletransporte
quantico conforme veremos a seguir.
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Capitulo 3

O protocolo de teletransporte

3.1 Introducao

A informag@o quéntica estuda o processamento e a transmissao de informagdo em
sistemas quanticos. O estudo da informag¢do quantica como uma disciplina coe-
rente comegou a emergir de fato na década de 1980 e floresceu na década de 1990.
Neste periodo, surgiram os primeiros protocolos de informacdo quantica, como o
protocolo de criptografia quantica BB84 [3]], e os primeiros algoritmos, como os
algoritmos de Deutsch-Jozsa [4] e o da fatoragdao de nimeros primos de Shor [3]].
Em 1992, Bennett e Wiesner apresentaram um protocolo inovador de comunicagio,
conhecido como codificacdo superdensa [6]]. Este protocolo requer pares emara-
nhados para a sua execucdo, os quais também sdo chamados de pares EPR em
homenagem ao célebre artigo de Einstein, Podolsky e Rosen sobre estados emara-
nhados. Esse protocolo viabilizava a transmissao de dois bits cldssicos através do
envio de um qubit. Pouco tempo depois, em 1993, Bennett et al. [7] fizeram uma
descoberta ainda mais surpreendente: o protocolo de teletransporte quantico. Este
protocolo possibilita a transferéncia de estados quanticos de um local a outro sem
a necessidade de um meio continuo entre o emissor e o receptor. A fun¢io de onda
que descreve um sistema fisico em A passa a descrever um outro sistema fisico em
B. Este “teletransporte” da funcdo de onda sé € possivel se A e B compartilham
um estado emaranhado.

Apesar de parecer, esta ideia ndo se alinha com o teletransporte frequentemente
retratado na fic¢do cientifica, onde objetos ou pessoas sdo instantaneamente trans-
portados de um lugar para outro. O teletransporte quantico nao envolve o transporte
real de matéria. Em vez disso, envolve a transferéncia do estado de uma particula
para outra “consumindo” emaranhamento quéntico. E necessario salientar que o
receptor so terd acesso completo ao estado teleportado apds receber determinada
informacgdo do emissor via um canal cldssico de comunicaciao (nenhum sinal viaja
mais rapido do que a luz). Como veremos mais adiante, sem essa informagao, o es-
tado recebido nao serd uma reproducdo exata do estado teleportado. De forma mais
simples, Bob (nosso receptor) ndo pode afirmar nada sobre o estado recebido sem
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essa informagdo vinda do emissor. Com isso garantimos que nenhuma informagdo
¢ transmitida mais rapido do que a luz e temos os principios da relatividade restrita
satisfeitos. O teletransporte quantico também nao produz cépias: ao transmitir a
informagdo quantica de um lugar a outro, o estado original € destruido ao cabo do
protocolo.

3.2 O Protocolo de Teletransporte Quéantico

3.2.1 Passo 1: Estado inicial

Considere que Alice possui um qubit em um estado quantico arbitrario:

W) =al|0) +be|1), (3.1)

com a,b, € R e a®>+b*>=1. A fase ¢, conhecida por fase relativa, tem impli-
cacdes experimentais e pode ser medida. Por outro lado, 6 € R, a fase global em
¢'%|y), ndo pode ser medida. Isto &, ¢ |y) e |y) representam o mesmo estado[]

O recurso quantico primordial para se executar o protocolo de teletransporte
€ um estado quantico maximamente emaranhado. Sendo assim, vamos supor que
Alice e Bob compartilham um par de qubits maximamente emaranhados. Este
estado é um dos quatro possiveis estados de Bell:

1

@ )23 = NG (100)23 +[11)23), (3.2)

onde o qubit 2 € de Alice e 0 3 é de Bob. Os quatro estados de Bell sdo:

%) = é(!OOHEUl)), (3.3)
W) = éaowim». (3.4

O estado total inicial do sistema é dado pelo seguinte produto tensorial:

I¥) = [y)1 @ DT )23. (3.5)

Nosso objetivo é fazer com que o qubit 3 com Bob seja dado por |y) ao final
do protocolo de teletransporte. Dizemos, neste caso, que teleportamos o qubit 1
(seu estado) para o qubit 3.

'Sabemos que a matriz densidade do estado fisico puro |y) é p = |y)(w|. A matriz densidade p
¢é uma descri¢do mais geral de estados quanticos, indo além dos vetores |y). E se pode mostrar que
toda a informag¢@o que podemos extrair de um sistema fisico estd contida em p [1} 2]. Ou seja, se
dois sistemas tem a mesma matriz densidade, eles sao fisicamente idénticos. Para o estado com fase
global |§) = ¢ |y) temos p = |¥) (W] = (¢ |w)) ((wle ™) = P |y)(y| = [y)(y| = p. Isto
é, p e p sdo fisicamente idénticos, dados pela mesma matriz densidade.
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3.2.2 Reescrevendo o estado total inicial

A Eq. (3.5) pode ser explicitamente escrita como segue,

W) = (al0)1 +be[1)1) ® —= (00)23 +11)23). (3.6)

R
V2

Usando a distributividade do produto tensorial:

1 .
¥) = 7 (a]0)1 ®[00)23 +al0); @ |11)23 +be®|1)1 @ |00) o3

+be? 1)1 @ [11)23) . (3.7

Assim, numa notacao mais compacta:

10} ©[00)23 = |000), (3.8)
10); @ [11)3 = |011), (3.9)
1), ®[00)23 = |100), (3.10)
1)1 ®|11)03 = |111). 3.11)

Substituindo na equagao (3.6):

1 . ,
|¥) = N (a|000) +a|011) + be™®|100) +be™|111)) . (3.12)

Observa-se que o sistema de trés qubits € um estado puro, resultante da combi-
nacdo do qubit a ser teletransportado com o par emaranhado compartilhado.
Reorganizando a equagao (3.12)):

1 . .
|‘P> = — (a|00)12|0>3 +a\01>12\1>3 +b€l¢|10>12|0>3 +b€l¢|11>12|1>3) . (3.13)

V2

Usando as relagdes entre a base computacional e a base de Bell, isto é, isolando

|00),]11),|01),|10) a partir das Egs. (3.3) e (3.4), temos

|00)12 = \2 (|2F) 12+ P )12), (3.14)
112 = \2 (I") 12— )12), (3.15)
101)12 = é (2 + ¥ ), (3.16)
1002 = == (1) 2= %) ). 3.17)
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Substituindo em (3.13)) e simplificando, obtemos:

P = %[|cp+>12 (a]0)3 +be™[1)3) + |7 )12 (a|0)3 — be'?[1)3)

)12 (b [0)3 +al1)3) + ¥ )1z (~be®|0)s +al1)3) | (B.18)

E importante ressaltar que estamos apenas reescrevendo o estado total em uma
base mais conveniente, ji que Alice realizard medidas projetivas na base de Bell e
ndo na base computacional. Veja que a expressao (3.18) evidencia cada resultado
possivel da medida de Bell sobre os qubits 1 e 2. E cada um destes resultados leva
a um estado especifico para o qubit 3.

3.2.3 Medida projetiva na base de Bell

Agora, Alice faz uma medida projetiva na base de Bell.
A medida de Bell é descrita pelos projetores:

Pps = |@) (@%@, Ry = [¥5) (¥ @1, (3.19)
que satisfazem
4
(Bi|B;) = &i;, Y P=1, (3.20)
i=1
onde |B;) = {|®"),|®),|¥"),|¥ )} representa a base de Bell, a qual forma um

conjunto ortonormal completo no espaco de Hilbert dos qubits 1 e 2.
Aplicando os projetores sobre o estado global dos trés qubits,

Py |¥) = (|@F) (@@ 1) |¥), (3.21)
obtemos
1 .
Pp: | W) = 5\c1>i>12 (al0)3 £be?|1)3). (3.22)
Para chegar a dltima equacdo, usamos a ortonormalidade da base de Bell:

(@F|Dt) = (PH|Pt) =1, (3.23)
(@F|DT) = (WHPT) = (@7 |WF) = (@ |¥T) =0. (3.24)

De forma andloga para os outros projetores:

1 .
Py |¥) = Eylpim (£be(0)3 +all)3) . (3.25)

Assim, cada projetor seleciona exatamente um dos termos da superposi¢cao ob-
tida, eliminando os demais devido a ortonormalidade da base de Bell.
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O estado obtido ndo € normalizado e tem a forma

i) = B¥). (3.26)
De acordo com os postulados da mecanica quantica ja estudados, a probabilidade
de medir um estado de Bell é dada por

pi = (Wil W) = (¥|P[Y) (3.27)
e o estado normalizado apds a medida é

lyi) = V) (3.28)
Pi

3.2.4 Colapso e probabilidades
Ap6s a realizagdo da medida de Bell sobre os qubits 1 e 2, o estado do sistema
colapsa para um dos quatro estados possiveis:

Pp: |¥), Py |¥), Py |¥), Py ). (3.29)

Usando a Eq. (3.18), podemos escrever o estado global dos trés qubits antes de
qualquer medida como

(W) =al®") 12|yi1)3+ 5P ) 12|Wa)3 + | W) 12]ys)3 +d[P ) 2| wa)s,  (3.30)

onde a =b=c=d = J e |y;)3 sdo todos estados normalizados.
Como todos os estados acima sdo normalizados, entdo

112
pi= ’2 (3.31)

€ portanto
Po+ = P~ = py+ = Py~ = % (3.32)

Dessa forma, teremos 4 casos com iguais chances de ocorrerem.

Caso 1: Alice mede | )

Ap6s Alice realizar a medida de Bell e obter |@™), o postulado da medida diz que
o estado apds a medida vale

medida

W) —— [@)i2|y1)3 = [@T) 12® |yn)3. (3.33)
Ou seja, o estado dos dois qubits de Alice colapsa para |®T), enquanto o qubit

de Bob ¢é descrito pelo seguinte estado:
lw1) = al0) + be'|1). (3.34)

Nesse caso, o estado de Bob coincide com o original teleportado por Alice
(qubit 1) e o protocolo termina com sucesso sem novas intervengdes.

29



Caso 2: Alice mede [®7)

De forma andloga temos,
did: _
P) 55 107 ) 12| ya)s. (3.35)
Com isso o estado com Bob é
y2) = a|0) —be™|1). (3.36)

Esse caso difere do original apenas por uma fase relativa de 7 radianos. Note
o sinal menos antes de b, o que néo existe no qubit original (qubit 1). Para termos
sucesso neste caso, precisamos corrigir o estado com Bob. Voltaremos neste ponto
em breve.

Caso 3: Alice mede |¥")

Agora obtemos
did
W) 255 (P 0] s)s (3.37)

e, portanto, o estado com Bob passa a ser
ly3) = be'|0) +all). (3.38)

Nesse caso hd uma troca dos estados base: |0) <> |1). Vamos precisar corrigir
isso para finalizar o protocolo com sucesso.

Caso 4: Alice mede |¥™)

Por fim, se Alice obter |¥~) como resultado de sua medida de Bell, o estado dos

trés qubits torna-se
medida

W) —— ¥ )zl w)s. (3.39)
Com isso, o qubit de Bob passa a ser
|ya) = —be?|0) +all). (3.40)

Agora ndo s6 trocamos os papéis entre os estados |0) e |1) como também mu-
damos a fase relativa entre eles de 7 radianos. Novamente teremos que corrigir
isso para finalizar o protocolo de teletransporte.

3.2.5 Comunicacao classica e correcao

Alice deve informar a Bob qual foi o resultado obtido em sua medida de Bell.
Como existem 4 possibilidades, essa informacdo pode ser codificada em dois bits
clédssicos que serdo enviados a Bob. Por exemplo:
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00 — Alice mede |®*), 10 — Alice mede |¥"),
01 — Alice mede |® ), 11 — Alice mede |¥™).

Ap6s receber esta informacdo, Bob sabe exatamente qual estado descreve seu

qubit: [y1),|v2),|y3) ou |yy).
Como Bob j4 sabe qual € seu estado, ele pode fazer a corre¢cdo apropriada para

recuperar exatamente o estado teleportado |y) = a|0) 4 be'?|1).
E interessante, nesse momento, utilizar a representagc@o matricial para os qubits
e para as correcoes:

|y/>=<b;¢), 1:<(1) (1)) cx:<(1) (1)) (3.41)
GZ:<(1) _°1> |o>:<(1)>, |1>:<(1’). (3.42)

Vamos analisar os quatro casos a luz desta notagao.

Caso 1: Alice mede |P™)
Estado de Bob:

yi) = <b2‘¢> (3.43)

Aplicando a identidade:

10
Tly) = <o 1) <be¢> = (bZi¢)‘ (344)

Ou seja, aplicar a identidade corresponde a ndo fazer nada j4 que neste caso o
estado com Bob ¢é exatamente aquele teleportado por Alice.

Caso 2: Alice mede [®7)
Estado de Bob:

ly2) = <_,fei¢> . (3.45)

Agora devemos aplicar a corre¢do modelada matematicamente pela matriz de

Pauli o;:
1 0 a a
oz|yn) = (0 _1> <—bei¢> = (beiq,). (3.46)

Assim, |y) é recuperado.
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Caso 3: Alice mede |¥")

Estado de Bob: ,
be'?
ys) = ( ) : (3.47)
a
A correcdo agora necesséria € aquela modelada matematicamente pela matriz
de Pauli o,:
0 1Y\ (be a
olys) = (1 0) ( ; ) = <bei¢>' (3.48)
Assim, |y) é recuperado.

Caso 4: Alice mede |¥™)

Estado de Bob: .
—be'?
lyy) = . (3.49)

a

Precismos, agora, de duas corre¢gdes sucessivas. Primeiro oy e depois o;:

o=} )0 )()(3) o

Assim, |y) é recuperado em todos os casos.

Veja a importancia da comunicagao cldssica. Sem essa informacao, Bob ndo
saberd qual corre¢do implementar sobre seu qubit. Se Bob possuir essa informa-
¢do, o protocolo de teletransporte funciona corretamente para qualquer estado de
Bell medido. Sempre podemos corrigir o estado final com Bob a fim de termos
exatamente o qubit 3 descrito pelo estado que originalmente descrevia o qubit 1.

3.3 Teletransporte Quantico Utilizando Portas Ladgicas

3.3.1 Introducao

Como vimos acima, o teletransporte quéntico permite transferir o estado de um qu-
bit de um observador (Alice) para outro (Bob) utilizando emaranhamento quéntico
e comunicagao cléssica.

De forma esquemdtica, o protocolo requer os seguintes recursos € processos:

* um par de qubits emaranhados: estado de Bell compartilhado entre Bob e
Alice;

* medida projetiva de Bell realizada por Alice;
* dois bits de comunicacao classica enviados de Alice para Bob;

* operacdes unitdrias realizadas por Bob.
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Nosso objetivo € reapresentar o protocolo de teletransporte na linguagem de
portas légicas quanticas. Dessa forma, vamos revisitar o teletransporte quéntico
abaixo com isso em mente.

Ja sabemos que desejamos transferir o estado |y) de Alice para Bob:

lv) = a|0) + B][1), (3.51)

onde
o>+ [B)* = 1. (3.52)

O estado |y) é completamente arbitrario e, em geral, desconhecido por Alice.
Essa é uma das caracteristicas mais surpreendentes do protocolo: nio € necessario
que Alice saiba quais sdo os coeficientes & e B para que o teletransporte funcione.
De fato, se Alice tentasse descobrir & e § medindo o qubit, destruiria o estado no
processo, pois toda medida quantica causa o colapso da funcio de onda.

A ideia central é que o emaranhamento quantico, uma correlacdo ndo-cldssica
entre dois qubits, funciona como um “canal quantico” que permite transferir a in-
formacdo quintica. Por outro lado, os dois bits enviados a Bob por um “canal
cldssico” serve para que ele saiba qual correcio aplicar. Nenhum dos dois canais
sozinho € suficiente: sem o emaranhamento, os bits cldssicos ndo carregam infor-
magcio quantica; sem os bits cldssicos, Bob ndo sabe qual operacio aplicar. E essa
combinagdo que torna o protocolo possivel.

3.3.2 Estado inicial

Antes de iniciar o protocolo, Alice e Bob precisam compartilhar um par de qubits
emaranhados. Esse par € preparado no estado de Bell

1

V2

Este é um dos quatro estados de Bell, estados maximamente emaranhados de
dois qubits. O primeiro qubit do par fica com Alice (qubit 2) e o segundo vai para
Bob (qubit 3). E fundamental entender que esses dois qubits foram emaranhados
previamente e depois separados fisicamente. Alice e Bob podem estar em cida-
des diferentes, mas seus qubits continuam correlacionados de maneira puramente
quéantica.

Temos, portanto, trés qubits no total:

|®F) = — (|00) +|11)). (3.53)

* Qubit 1: o qubit que Alice deseja teletransportar, no estado |y) = «|0) +

BIL);
* Qubit 2: a metade do par de Bell que estd com Alice;

* Qubit 3: a metade do par de Bell que estd com Bob.
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O estado total inicial do sistema de trés qubits é dado pelo produto tensorial
entre o estado de Alice e o par de Bell:

Wo) = |y) @ |®F). (3.54)

Vamos agora expandir essa expressao passo a passo, para que fique claro como

o sistema se comporta. Substituindo (3.5T) e (3.53) em (3.34):

Wo) = (@]0) + B[1)) ® —=(|00) +[11)). (3.55)

1
V2
O produto tensorial € distributivo em relacdo a soma de vetores. Isso significa
que podemos “abrir os parénteses” exatamente como farfamos com nimeros, mas
respeitando a ordem dos fatores (pois qubits diferentes ocupam posi¢cdes distintas
no produto tensorial). Colocando o fator % em evidéncia:

By) = é<a|o>+m1>><roo>+m>>. (3.56)

Expandindo completamente, isto é, multiplicando cada termo dentro do pri-
meiro par de parénteses por cada termo dentro do segundo par de parénteses:

|‘P0>:\2(a\000>+a|011)+[3|100>+[3|111>). (3.57)
Nesta notacdo, a ordem dos digitos dentro de cada ket € sempre qubit 1, qubit 2,
qubit 3. Por exemplo, |011) significa que o qubit 1 estd no estado |0), o qubit 2 no
estado |1) e o qubit 3 no estado |1). Essa convengdo serd mantida ao longo de todo
o protocolo.

Observe que, neste ponto, o estado é uma superposicdo de quatro termos.
Ainda ndo houve nenhuma operagdo por parte de Alice. O estado acima descreve
matematicamente o sistema global de trés qubits no instante inicial. Os préximos
passos consistem em Alice aplicar portas 16gicas e realizar medidas em seus dois
qubits (1 e 2), de modo a “transferir” a informag@o quantica (o estado) do qubit 1
para o qubit 3 de Bob.

3.3.3 Aplicacao da porta CNOT

A primeira operacdo que Alice aplica é uma porta CNOT (Controlled-NOT) entre
os qubits 1 e 2, com o qubit 1 atuando como controle e o qubit 2 como alvo.

A porta CNOT funciona da seguinte maneira: ela olha o valor do qubit de
controle; se ele for |0), o qubit alvo permanece inalterado; se for |1), o qubit alvo
¢ invertido (ou seja, sofre a operagdo NOT, que troca |0) por |1) e vice-versa). Em
notagdo compacta, a a¢do nos estados da base computacional de dois qubits é:
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|00) — |00), (controle = 0, alvo ndo muda), (3.58)
|01) — |01), (controle = 0, alvo ndo muda), (3.59)
[10) — [11), (controle = 1, alvo é invertido: 0 — 1), (3.60)
|11) — [10), (controle = 1, alvo ¢ invertido: 1 — 0). (3.61)

Agora, note que a CNOT atua apenas nos qubits 1 e 2 enquanto o qubit 3 (que
estd com Bob) ndo é afetado de forma alguma. Assim, ao aplicar a CNOT no
estado (3.57), devemos transformar apenas os dois primeiros digitos de cada ket,
mantendo o terceiro intacto:

000) — |000), (3.62)
011) — [011), (3.63)
1100) — [110), (3.64)
I111) = [101). (3.65)

Logo, o estado do sistema apés a aplicacdo da CNOT é:

W) (|000) 4 cx|011) 4 B[110) + B|101)). (3.66)

1
V2
O papel da CNOT aqui € criar correlacdes entre o qubit 1 (que carrega o estado
a ser teletransportado) e o qubit 2 (que faz parte do par emaranhado com Bob). Em
certo sentido, a CNOT estd “espalhando” a informagdo de |y) para dentro do par
emaranhado, iniciando o processo pelo qual essa informacao chegara ao qubit 3.

3.3.4 Aplicacao da porta Hadamard

A segunda operacao que Alice realiza € aplicar uma porta Hadamard H exclusiva-
mente no qubit 1. A porta Hadamard € uma das opera¢Oes mais importantes em
computacdo quantica: ela cria superposi¢des a partir dos estados-base. Sua acdo
nos estados da base computacional é:

0)+11) 0) —11)
V2 V2

Observe que H transforma estados “bem definidos” (|0) ou |1)) em superposi-
¢des com pesos iguais, mas com sinais diferentes: quando aplicada a \O> a super-
posicdo tem sinal positivo; quando aplicada a |1), tem sinal negativo. E justamente
essa diferenca de sinais que permitird distinguir os resultados de medida mais adi-
ante.

Vamos agora aplicar H ao qubit 1 de cada termo de |¥;) em . Fazemos
isso termo a termo, lembrando que a Hadamard atua apenas no primeiro digito de
cada ket:

H|0) =

HI1) =

(3.67)
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|000) — 7 (1000) + 100)), (3.68)
a|011) — 7(\011>+1111>) (3.69)
B110) — \B[(|010)—|110>) (3.70)
B|101) — \%(\001) —]101)). 3.71)

Vejamos mais explicitamente um dos quatro casos acima, aquele da terceira
linha: o estado |110> tem qubit 1 dado por |1). Aplicando H: H|1) = %2(|0> —1[1)).
Assim, ) vira —= (|010> —1{110)). O sinal negativo aparece sempre que o qubit
1 for dado por |1).

Somando todos os termos e lembrando que j4 havia um fator % em 1b 0
estado completo fica:

W) = %(a\OOO) +al100) + 011) + a111)
+B1010) — B[110) + B|001) — B|101)). 3.72)

A etapa crucial agora é reorganizar essa expressdo, agrupando os termos de
acordo com o estado dos qubits 1 e 2 (os dois primeiros digitos). Isso nos permitird
ver claramente o que acontece com o qubit 3 (de Bob) para cada resultado possivel
de medida de Alice. Agrupando:

W) = %[|00>(OC|0>+B|1>)+|01>(06\1>+I3|0>)
+[10) (@|0) = B[1)) + [11) (e]1) — B0))].

Podemos verificar que este agrupamento esta correto examinando, por exem-
plo, os termos associados a |00): procurando em todos os kets cujos dois
primeiros digitos sdo 00, encontramos ¢¢|000) + 3]001) = |00) (x|0)+ B|1)). De
forma andloga checamos os outros trés casos.

A equacdo € a expressdo mais importante de todo o protocolo. Ela nos
diz que:

(3.73)

* Se os qubits 1 e 2 estiverem em |00), o qubit 3 estd em «|0) + B|1). Exata-
mente o estado original |y).

* Se estiverem em |01), o qubit 3 estd em a|1) + 3|0). Os coeficientes estdo
trocados.

* Se estiverem em |10), o qubit 3 estd em «|0) — $]1). H4 uma fase esptiria
de 7 radianos: ¢/ = —1.
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* Se estiverem em |11), o qubit 3 estd em a|1) — 3|0). Coeficientes trocados
e fase espuria de 7 radianos.

Com excecdo do primeiro caso, cada um desses outros casos corresponde a
uma “versao distorcida” do estado original. E a distorcio é sempre modelada por
uma operacao unitdria simples (uma porta de Pauli). Isso significa que, em todos os
casos, a informag@o completa do estado |y) jd estd codificada no qubit 3, bastando
a Bob saber qual distor¢do ocorreu para poder corrigi-la.

3.3.5 Medicao

Agora Alice mede os dois primeiros qubits (qubits 1 e 2) na base computacional
{]0),|1)}. Essa medida destréi qualquer superposi¢do nos qubits medidos: o sis-
tema “colapsa” para um dos quatro termos de (3.73)), e Alice obtém um resultado
classico: dois bits de informagao.

Os possiveis resultados sio:

00, 01, 10, 11. (3.74)

Cada um deles ocorre com probabilidade igual a % (veremos a demonstracdo na
Secdo(3.3.9).

Dependendo do resultado da medida, o qubit de Bob (qubit 3) imediatamente
colapsa para um dos seguintes estados:

Resultado Estado de Bob Relaciio com |y)

00 al0)+ B[1)  igual ao original

01 all)+B|0)  amplitudes permutadas

10 o|0) —B[1)  sinal do segundo termo invertido
11 o|1) —B|0)  ambas as distor¢oes

A partir deste instante, Alice j4 ndo possui mais nenhuma informagdo quan-
tica sobre o estado |y). Seus dois qubits colapsaram para um estado bem definido
formado por combinagdes dos estados da base computacional: [00),|01),|10) ou
|11). Toda a informagdo quéntica estd agora no qubit 3 de Bob, embora possivel-
mente “embaralhada” por uma das distor¢des listadas acima.

E importante observar que o colapso do qubit 3 ocorre instantaneamente, in-
dependentemente da distancia entre Alice e Bob. No entanto, isso ndo viola a
os principios da relatividade restrita ¢ nem permite comunica¢do com informacao
movendo-se mais rapidamente do que a velocidade da luz no vicuo. De fato, Bob
ndo consegue extrair informacao util de seu qubit sem saber qual dos quatro resul-
tados Alice obteve. E a informacao sobre esse resultado da medida de Alice precisa
chegar a Bob por meio de um canal cldssico de comunicagdo, o qual ndo transmite
informacgdo a uma velocidade superior a da luz.
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3.3.6 Correcoes de Pauli

Alice comunica a Bob o resultado de sua medi¢do usando dois bits cldssicos (por
telefone, e-mail, luz, pombo-correio; qualquer meio classico serve). Com essa
informacdo, Bob aplica a operacdo corretiva adequada em seu qubit:

Resultado  Operacao  Justificativa

00 I (identidade) estado ja estd correto

01 X (Pauli-X)  permuta |0) <> |1)

10 Z (Pauli-Z)  inverte a fase de |1)

11 Xz primeiro inverte a fase, depois permuta

As matrizes de Pauli usadas sio:

1 0 0 1 1 0
AR (I NPT (A e

Verifiquemos explicitamente cada caso:

Resultado 00: O estado de Bob ja é ¢t|0) + B|1) = |y). Bob aplica I (ndo faz

@)

Resultado 01: O estado de Bob é a|1) + 3]0). As amplitudes estdo trocadas.

Bob aplica X:
O-LYE-Gw  om

Resultado 10: O estado de Bob é |0) — 3|1). H4 uma inversdo de fase. Bob

aplica Z:
(%)= (o ) (%)= () - 679

Resultado 11: O estado de Bob é «|1) — 3]|0). Ha troca de amplitudes e
inversdo de fase. Bob aplica XZ:

w(&)=(00) o 2) () =0 o) ()= () o
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O resultado (:g) = —|y) difere de |y) apenas por uma fase global de —1,

que ndo tem significado fisico (como demonstrado anteriormente quando lidamos
com o operador densidade p). Portanto, o estado € fisicamente idéntico a |y).

Em todos os casos, Bob recupera com sucesso o estado original |y). E note que
se no ultimo caso tivéssemos trocado a ordem de aplicagdo das portas X e Z, teria-
mos exatamente |y) sem o sinal global menos. Isto é, se tivéssemos implementado
ZX ao invés de XZ obteriamos diretamente |y). No entanto, como ja dissemos, na
mecénica quintica estados diferindo por uma fase global ¢’ sdo indistinguiveis.
Os estados |y) e €/®|y) fornecem as mesmas previsdes experimentais. No caso
especifico aqui, 0 = 7.

3.3.7 Circuito Quantico

O protocolo completo pode ser resumido de forma compacta através de um cir-
cuito quantico. A leitura do circuito se faz da esquerda para a direita, e cada fio
horizontal representa um qubit:

ly) —

—4

)

xbza — |v)

Aqui, a e b s@o os bits cldssicos obtidos pela medida dos qubits 1 e 2, respectiva-
mente. Isto é, a e b podem ser 0 ou 1. E devemos interpretar a operacio X° como
sendo a identidade e X' como sendo X. O mesmo vale para Z° e Z'. As operacdes
no circuito ocorrem na seguinte ordem:

1. Preparacdo: O par de Bell |[®*) é criado a partir de dois qubits |0) (isso
seria feito por um circuito adicional de preparacdo, aplicando H e CNOT,
que aqui omitimos por simplicidade).

2. CNOT: Alice aplica a porta CNOT com controle no qubit 1 e alvo no qubit
2.

3. Hadamard: Alice aplica H no qubit 1.

4. Medicao: Alice mede ambos os qubits 1 e 2 na base computacional, obtendo
dois bits cldssicos.

5. Correc¢do: Bob aplica X”Z% em seu qubit 3, recuperando |y).
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3.3.8 Base de Bell

Para uma compreensdo mais profunda do protocolo, € til conhecer a base de Bell.
Os quatro estados de Bell formam uma base ortonormal para o espaco de Hilbert
de dois qubits (C> ® C?, que tem dimensio 4):

1
@) = 5 (100) £[11)), (3.80)

PE) = —(|01)%][10)). (3.81)

5l- 5l

Cada um desses estados é maximamente emaranhado. Medindo um dos qubits
sabemos qual é o estado do outro qubit com 100% de certeza. H4 uma correlagdo
perfeita entre os dois qubits.

Usando a base de Bell e as portas de Pauli (matrizes de Pauli), o estado |¥;)
[Eq. (3.73)1 pode ser reescrito da seguinte forma:

[¥2) = % L) W) +[@7)(ZIy) + ) (X [w) + ) (XZly))] . (3.82)

Esta expressao mostra de maneira transparente a estrutura do protocolo: para
cada estado de Bell obtido ao projetarmos (medirmos) os qubits 1 e 2 na base de
Bell, o qubit 3 é dado pelo estado |y) a menos de uma operagdo l6gica local (trans-
formacdo unitéria). E esta transformacgdo é sempre uma porta de Pauli (incluindo a
identidade I).

3.3.9 Probabilidades de Medicao
Observando a Eq. (3.73)), vemos que a amplitude associada a cada resultado de
medigdo é % A probabilidade de cada resultado é o quadrado do médulo da am-
plitude:
P(ij) = [(ij|¥2)[? (3.83)
Entao:

2
_ 1 (3.84)

P(00) = P(01) = P(10) = P(11) = ';

Os quatro resultados sdo equiprovaveis, independentemente do estado |y) que
estd sendo teletransportado. Isso faz sentido intuitivamente: a medida de Alice ndo
pode revelar nenhuma informagdo sobre |y) (pois, caso contrdrio, seria possivel
clonar estados quinticos, o que é proibido pelo Teorema da Nao-Clonagem). Logo,
os resultados devem ser completamente aleatdrios.
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3.3.10 Teorema da Nao-Clonagem

O protocolo de teletransporte ndo viola o Teorema da Nao-Clonagem. De fato, ele
o respeita de maneira essencial: ao final do protocolo, o estado |y) existe apenas
no qubit 3 de Bob; o qubit 1 de Alice foi destruido pela medida. Nao existe copia.

Para demonstrar o teorema, suponha existir uma operagdo unitaria U capaz de
clonar estados arbitrarios:

U([w)|0)) = [w)|w). (3.85)

Para dois estados arbitrarios |y) e |¢):

U([w)[0)) = [w)|w), (3.86)
U([9)10)) =1[9)|¢). (3.87)

Calculando o vetor dual da tltima equagdo (o bra) e calculando seu produto
interno com a penultima equacdo (e usando o fato de que U preserva o produto
interno, por ser unitiria):

(wlo) = ((y19))*. (3.88)
Essa equacdo x = x> tem como tnicas solugdes x = 0 ou x = 1. Isso sé ocorre
se
(y]o)=0 (estados ortogonais) (3.89)
ou
(ylg) =1 (estados idénticos). (3.90)

Logo, ndo € possivel clonar estados quanticos arbitrarios. Um dispositivo de
clonagem s6 poderia clonar estados que fossem idénticos entre si ou mutuamente
ortogonais — e nao serve para estados desconhecidos e genéricos.

3.3.11 Exemplos

Para tornar o protocolo ainda mais concreto, vamos acompanhar trés exemplos
numéricos, realizando todo o célculo passo a passo.

Estado |0)

Queremos teletransportar |y) = |0) (ou seja, ¢ = 1, f = 0).
Estado inicial:

1

Wo) = \0>®12(00>+\11)) — —(|000) + [011)). (3.91)

<
S

2
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Apés a porta CNOT: Como o qubit 1 é |0) em ambos os termos, a CNOT néo

altera nada: 1

!‘P1>=ﬁ(\000>+!011>)-
Apoés Hadamard no qubit 1:
) = 2[00 +11)100) + (o) + )iy

1
= §(|OOO>+\100)+]011>—|—|111>).
Agrupando:

W2) = !00>|0>+|01>|1>+|10>\0>+|11>|1>]

N —

Medida e correcao:

Resultado Estado de Bob Operacdo Resultado final

00 10) I 10)
01 1) X 0)
10 10) z 10)
11 1) zX 0)

Estado |1)

Queremos teletransportar |y) = [1) (¢ =0, B = 1).
Estado inicial:

1 1
[Wo) = 1) ®ﬁ(\00> +[11)) = —5([100) +[111)).
Apés a porta CNOT:
) = (1110} +[101))

Apés Hadamard no qubit 1:
1
|¥,) = §(|010> —|110) +|001) — |101)).
Agrupando:

2) = 5100} 1) + 0110} — 110)11) ~ [11)]0)].

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

Medida e correcio: Em todos os casos, Bob recupera |1) apds a operagéo

corretiva adequada, seguindo o padrio da tabela anterior.
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Superposicio |0) +|1)

Queremos teletransportar |y) = % (== %@)-

Estado inicial:

1 1 1
YY) = —|—=0)+—|1 00) + |11
o) = (510 + i) (00} + 1)
1
= 5(1000) +[011) +[100) + [111)). (3.99)
Apés a porta CNOT:
1
[¥1) = 3(1000) + [011) +[110) +[101)). (3.100)
Apoés Hadamard:
1
Y,) = ——=(1]000) + |100) + |011) +|111
12) = 575 (1000 +]100) +[011) +[111)
+\010)—111o>+|001>—\101)). (3.101)
Agrupando:
1 0) +11) 1) +10)
¥ = =|[00 +101
0) —11) 1) —10)
+]10 + |11 . 3.102
[10) 7 [11) 7 (3.102)
Resultado 00: Bob obtém \%2(|0> +11)) =|+) = |y). Aplica I (ndo faz nada).

Resultado 01: Bob obtém 12(|O> +|1)) = |+) = |y). Aplica X (neste caso
particular, X |+) = |+)).

Sl

Resultado 10: Bob obtém \%(\0) —1[1)) =1|-). Aplica Z: Z|—) = |+) = |y).

Resultado 11: Bob obtém %(]1) —10)) = —|—). Aplica ZX: ZX(—|-)) =
Zl=) =1+ =lw).

3.3.12 Conclusao

O teletransporte quantico mostra que informacao quantica pode ser transferida uti-
lizando emaranhamento e comunicagao cldssica, sem que o estado quantico precise
percorrer fisicamente o espago entre Alice e Bob. O protocolo garante:

1. Fidelidade perfeita: o estado ¢ transferido sem nenhuma degradacéo ou
perda de informacao.
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2. Nao-clonagem: o estado original é destruido no processo, respeitando o
Teorema da Nao-Clonagem.

3. Impossibilidade de comunicacao superluminal: a necessidade dos dois
bits cldssicos impede o uso do teletransporte para enviar informacdo super-
luminal (propagando-se mais rapido que a velocidade da luz).

4. Universalidade: o protocolo funciona para qualquer estado |y), sem que
Alice precise conhecé-lo.
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Capitulo 4

Realizacao Experimental

Mais a frente revisitaremos novamente o protocolo de teletransporte, reescrevendo
todas suas etapas numa notacdo que permite analisar sua primeira realizacao ex-
perimental [8]], a qual foi feita usando-se estados de polarizacdo de fétons para
codificar os qubits. Veja a Fig.

Correcio

Comunicacio clissica: 2 bits

Medida de Bell

Lasers verdes:
Emaranhados

|

Cristal Nao Linear
Laser laranja

Laser azul

Figura 4.1: Representagdo esquematica do protocolo de teletransporte. Um féton
de alta frequéncia (laser azul) incide sobre um cristal nao-linear gerando um par de
fétons emaranhados de menor frequéncia (lasers verdes). O f6éton a ser teleportado
estd representado pelo laser laranja. Em seguida Alice implementa uma medida de
Bell envolvendo o féton laranja e um dos fétons verde, informando Bob sobre o
resultado de sua medida (2 bits de informacdo). Com essa informacdo, Bob im-
plementa uma transformacao unitdria apropriada sobre seu féton. Apds essa etapa,
o féton de Bob passa a ser descrito exatamente pelo estado quantico que origi-
nalmente descrevia o féton teleportado (laser laranja emergindo apds a corre¢io
unitdria). Figura e legenda extraidas da Ref. [9].

45



Antes de passarmos a essa descri¢do do protocolo de teletransporte, precisamos
introduzir novos conceitos fisicos, uma nova notagao e também um novo postulado
da mecanica quintica.

4.1 Fotons e Operadores de Criacao

A formulagdo moderna da Optica quantica € baseada no formalismo de segunda
quantizacio, no qual os estados do campo eletromagnético sdo descritos por meio
de operadores de criacdo e aniquilacdo atuando sobre o estado de vacuo. Tal abor-
dagem ¢ particularmente adequada para a andlise de experimentos envolvendo in-
terferéncia quantica, medidas de Bell e teletransporte quantico envolvendo fétons.

Considere inicialmente um féton polarizado verticalmente propagando-se ao
longo de um determinado modo espacial a. Nesse caso, o estado do sistema pode
ser representado por

|(1v)4) = ai|vac), 4.1

onde a;f, representa o operador de criacdo associado a um féton de polarizacio
vertical no modo espacial a, enquanto |vac) denota o estado de vacuo do campo
eletromagnético. A polarizacdo do féton representa a dire¢do do vetor do campo
elétrico associado ao féton. Por exemplo, um feixe de laser polarizado vertical-
mente € formado por trilhdes de fétons de mesma frequéncia, energia € momento,
onde o vetor polarizacdo de todos os fétons oscilam em unissono (coerentemente)
ao longo da direcdo vertical. Se este feixe encontrar alguma carga elétrica, elas
passaram a oscilar na dire¢@o vertical, a mesma direcdo da polarizacao.

De maneira andloga, podem ser definidos os estados correspondentes as demais
combinag¢des de polarizagdo e caminho ptico:

alvac) = |(11)a), 4.2)
by |vac) = |(1v)s), 423)
by |vac) = |(11)s)- (4.4)

Nesta notacao, os indices a e b identificam os modos espaciais de propagacdo
(por onde os fétons seguem), enquanto os subscritos V e H indicam as polarizagdes
vertical e horizontal, respectivamente.

4.1.1 Estados de Dois Fotons

A partir dos operadores de criacdo, é possivel construir estados contendo mais
de um féton. Por exemplo, um estado composto por dois fétons verticalmente
polarizados, propagando-se em modos espaciais distintos, pode ser escrito como

aj by |vac) = |(1v)a(1v)s). (4.5)
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Equivalentemente, pode-se utilizar a notagdo de produto tensorial,

[(Iv)a) ©(1v)s), (4.6)

ou ainda a forma abreviada

[1v)allv)p- 4.7

De maneira semelhante, os demais estados de dois fétons distribuidos entre os
modos espaciais a e b sdo dados por

aybylvac) = |(1g)a(1a)s), (4.8)
ajbj;lvac) = |(1v)a(18)s), (4.9)
ayby|vac) = |(1g)a(1v)p). (4.10)

Todos esses estados encontram-se devidamente normalizados, satisfazendo

(vly)=1. (4.11)

Além disso, como os fétons sdo particulas bosonicas, os operadores de criagdo
obedecem determinadas relacdes de comutacdo. Para modos espaciais distintos,

a'b’ =b'd", (4.12)
0 que implica neste caso que a ordem de aplicacdo dos operadores ndo altera o
estado fisico obtido.
4.1.2 Estados Bosonicos Idénticos

Uma caracteristica fundamental dos bésons, os quais sdo particulas de spin in-
teiro, manifesta-se quando multiplas particulas ocupam exatamente 0 mesmo es-
tado quantico. Considere dois fétons com mesma polarizagdo, mesma energia e
propagando-se no mesmo modo espacial (mesmo momento). O estado correspon-
dente é descrito por

aI,anac). (4.13)

Usando as propriedades dos operadores de criacdo para bosons, obtém-se

avalvac) = ab|(1v)a) = V2| (2v)a). (4.14)

De forma geral, a acdo do operador de criagdo sobre um estado contendo n
bdésons do mesmo tipo € dada por

a'|ln) =vVn+1|n+1). (4.15)
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Essa relacdo constitui uma das propriedades fundamentais dos sistemas bosoni-
cos e estd diretamente associada ao fendmeno conhecido como bunching, segundo
o qual particulas indistinguiveis bosdnicas tendem a ocupar o mesmo estado quan-
tico. Podemos pensar essa relacdo como mais um postulado da mecanica quantica,
o qual nos diz como lidar com multiplas particulas idénticas bosodnicas.

4.2 O Divisor de Feixe

Um dos componentes fundamentais da dptica quéntica experimental é o divisor
de feixe (beam splitter), geralmente representado pela sigla BS. Um divisor de
feixe balanceado € um dispositivo 6ptico projetado de modo a transmitir metade da
intensidade luminosa incidente e refletir a outra metade.

Embora a descric@o cléssica indique uma divisdo da intensidade do campo
eletromagnético, a interpretacdo quintica requer uma abordagem probabilistica.
Quando um unico féton incide sobre um divisor de feixe ideal balanceado, exis-
tem duas possibilidades mutuamente exclusivas: transmissao ou reflexdo do féton
como um todo. Ele ndo se divide. Cada uma dessas alternativas ocorre com proba-
bilidade igual a 50%.

O processo de reflexdo também introduz uma diferenca de fase de 7 radianos
(90°) entre o feixe transmitido e o refletido.

Antes da interagdo com o divisor de feixe, o campo elétrico associado ao feixe
de laser incidente pode ser descrito por meio de uma onda plana [[10]

By = Eycos (%Q-F— an) , (4.16)

onde 7(1, € o vetor de onda, @ a frequéncia angular e Epa amplitude do campo. Note
que a propagacdo do feixe ocorre na dire¢do em que o vetor de onde ka aponta ao
passo que a polarizacdo do feixe ¢ orientada na direcéo do vetor E.

Ap6s a interacdo com o dispositivo, surgem dois campos distintos. O campo
transmitido é dado por

-

. E .
Br == cos (ka T a)t) , 4.17)

V2
enquanto o campo refletido assume a forma

E"sz‘%cos (h?-mw%). (4.18)
O fator 1/ /2 garante a conservacio da energia ou, equivalentemente, o fato de
que a probabilidade de se observar um féton refletido ou transmitido deve somar
um. Devemos pensar 1/v/2 como o médulo da amplitude de probabilidade cujo
quadrado nos dd uma probabilidade 1/2 de transmissdo ou de reflexdo. Num feixe
de laser, metade da intensidade é transmitida e metade é refletida, preservando-se
a energia total do sistema.
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4.2.1 Energia apés o divisor de feixe

Vamos mostrar que ap6s o divisor de feixe (BS), a energia total corresponde & soma
das energias dos feixes transmitido e refletido. De fato, para o feixe transmitido,
tem-se

1 /7= |2
Energia; o ;/ Er| dt, 4.19)
0
onde .
B = B0 (%* wQ (4.20)
= — COos F— .
T \/i a

e T corresponde a um periodo de oscilagdo do campo eletromagnético. Estamos
usando o fato de que a densidade de energia no campo elétrico € proporcional (<)
ao quadrado do seu médulo [10].

Substituindo a Eq. (4.20) em (#.19)), obtém-se
2

1T
4——f/cm%m?—w0m. 4.21)
TJo

2

ET dt =

l T
Energia; o p /
Jo

O fator % provém de (1 / ﬂ)z = % Utilizando que
1/T %%* me ! (4.22)
— [ cos F— = = .
T Jo “ 2’
temos
S 12
Ey
Energia; o< ) (4.23)
Analogamente, para o feixe refletido,
S 12
A
Energia, o< (4.24)

A conservagao da energia € verificada de modo imediato, pois uma conta simi-
lar a anterior da

L2
il
Energia; o 5 (4.25)
Dessa forma,
2 o2 L2
NI
Energi Energiap o = 4.26
nergiay + Energiag 1 + 1 2 (4.26)
Logo,
Energia; + Energia; = Energia; ‘ (4.27)

Esta andlise justifica, de modo intuitivo, a presenca do fator 1/1/2 nas ampli-
tudes.
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4.2.2 A fase extra devido a reflexdo

Usando a identidade de Euler,
¢™? = cos(%) +isin(Z), (4.28)

e que cos(m/2) =0esin(m/2) = 1, temos

@29)

Na representacdo complexa de uma onda plana [10], a fase 7/2 adquirida pelo
feixe refletido € representada pela unidade imagindria i. Assim, para o feixe refle-
tido, . .

Ey i(ky F—or+7/2) Ey i(ky7—at) im/2

—e = —e e 4.30

NG NG (4.30)
e, portanto,

=

@ei@y?fwz%nﬂ) — iﬂei(%b?*aﬁ) ) (431)

V2 V2

Observando os campos elétricos antes e depois de atravessarem o divisor de
feixe, vemos que o campo transmitido ganha um fator de 1/+/2 e o campo refletido
ganha um fator de i/ V2. Resta, agora, adaptar a acdo do divisor de feixe para
o caso de um tnico féton. Mais precisamente, desejamos responder a seguinte
questio: como representar matematicamente a acdo do divisor de feixe sobre um
foton? A resposta é fornecida pelos operadores de criagéo.

4.2.3 Acao do BS sobre um foton

Quando um f6ton incide pelo caminho a, dois processos podem ocorrer:
1. transmissdo, com o féton continuando pelo caminho a;
2. reflexdo, com atraso de fase de /2 radianos e o f6ton indo pelo caminho b.

A acdo do divisor de feixe sobre o operador de cria¢do associado ao caminho a

([¢N

a‘+7b‘. (4.32)

Interpretacdo. Como
2
1 1
—| =z = 50% 4.33
existe uma probabilidade de 50% de o f6ton prosseguir pelo caminho a e de 50%

de ser refletido para o caminho b. O niimero complexo i representa a fase de 7/2
adquirida pelo féton refletido, uma vez que /2 = .
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De modo andlogo, quando o féton incide pelo caminho b, a acio do divisor de
feixes é

1 - EN
b’ — —b'+—d, (4.34)

ou, em ordem alfabética,

i .1 .
b — —at+—»b'. 4.35
NG R (4.33)

A acdo do BS pode ser representada matricialmente por

1 i

+ = A T
(ZOﬁ — \? \1@ (ZT) (4.36)
V2 V2

Em sintese, as relagdes fundamentais utilizadas adiante sdao

roes, 1 i
—al+—= b} (4.37)
f f
BS I
b} ok +—bT (4.38)

em que € =V,H. Aqui, V e H denotam dois estados de polarizacdo ortogonais do
féton: vertical e horizontal, respectivamente.

4.3 Experimento de Hong-Ou-Mandel (photon bunching)

O experimento de Hong-Ou-Mandel ilustra de forma clara o aspecto bosdnico dos
fétons quando estes incidem sobre um divisor de feixe. Vamos analisar o que
ocorre quando enviamos dois fétons simultaneamente a um divisor de feixe, um
pelo caminho a e outro pelo caminho b. Veja Fig. Supomos, também, que os
fétons incidentes sejam idénticos, isto €, possuem a mesma polarizagdo, energia e
momento. Em outras palavras, eles t€ém todos os nimeros quanticos idénticos.

Estado antes do BS
O estado inicial é
W), = al b |vac), (4.39)
ou, equivalentemente,
Wi = V), @ [1y),,. (4.40)
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Caso (1) Caso (2) Caso (3) Caso (4)

b a b a b a b a
s . BS A" KBS A
- | - -

Figura 4.2: Duas particulas, cada uma vindo por caminhos diferentes (a e b), atin-
gem um divisor de feixe balanceado (BS), o qual reflete cada particula incidente
50% das vezes. Para particulas distinguiveis ou particulas “classicas”, os quatro
casos retratados na figura ocorrem com iguais chances (25% das vezes). No caso
(1), as duas particulas seguem pelo caminho “b” apds o divisor de feixe refletir ape-
nas aquela vindo por “a”. No caso (2), ambas as particulas seguem por “a” apds
a particula vindo por “b” ser refletida. No caso (3) as duas particulas sdo refleti-
das e no caso (4) ambas atravessam o divisor de feixe sem reflexdo. Nestes dois
dltimos casos as duas particulas seguem por caminhos distintos apds o divisor de
feixe. Para bésons indistinguiveis, os casos (3) e (4) ndo ocorrem. Neste cendrio,
temos 50% de chance de ver as duas particulas no caminho “a” e 50% de chance
de vé-las no caminho “b” apés o divisor de feixe. Fétons com mesma polariza¢io
e frequéncia (energia) ao atingirem o divisor de feixe no mesmo instante tornam-se
indistinguiveis. Nao temos como saber, mesmo em principio, qual féton foi refle-
tido e qual foi transmitido. Figura e legenda extraidas da Ref. [9].

Estado apés o BS

Aplicando as transformagdes dos operadores de criagdo,

al, b, [vac) 255 <\1[ % )(\[ V+\1be)Vac) = |Y)g . (441)

Expandindo o produto,
RN B T R L
Wiem = | 3avay +5avby — 5 byay + 5 byby ||vac). (4.42)

Como os operadores de criagdo bosdnicos comutam, avbT = bvav, 0s termos cru-
zados se cancelam:

1 :
S avby — fb‘T,a{, = 0. (4.43)
Logo,

Wim = 3 (avavﬂﬁ )\vac> (4.44)
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Reescrevendo cada termo,

i i
Y fim = 3 11v)4[0v), + Eb‘t 0v),[1v),-

Empregando a regra bosonica a’ [n) = v/n+1 [n+1),

ay [1v),=vV2|2v),, by [lv),=V2]2v),,

de modo que

iv2 iv2
V) fim = - 12v), |0v), + - 0v), 12v),, -
Ou seja,
i i
o= — 2 0 4+ — |0 2
1Y) fim ﬂ' V)alOv), ﬁ' Ve l2v)p
Como
i | ! 50%
R = - = 0,
V2 2
obtém-se:

* 50% de probabilidade de observar dois fétons pelo caminho a,

* 50% de probabilidade de observar dois fétons pelo caminho b.

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Nunca se observa um féton pelo caminho a e outro pelo caminho b. Temos aqui

um efeito genuinamente quantico.

4.3.1 Comparacio entre as descricoes classica e quantica

Descricao classica

Classicamente, hd quatro possibilidades equiprovéveis, cada uma com probabili-

dade de 25%:
1. ambos os fétons saem pelo caminho a;
2. um f6ton sai por a e outro por b;
3. um féton sai por b e outro por a;

4. ambos os fétons saem pelo caminho b.

Em particular, os eventos com um féton em cada saida teriam probabilidade total

de 50%.
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Descricao quantica

Para f6tons indistinguiveis, os eventos em que se observa um féton em cada saida
ndo ocorrem. As Unicas possibilidades sdo:

* ambos os fétons no caminho a, com probabilidade 50%;

* ambos os fétons no caminho b, com probabilidade 50%.

A indistinguibilidade dos fétons € a origem do fendémeno de bunching: apds o
BS, os fétons agrupam-se a esquerda ou a direita do divisor, jamais se separando.
Matematicamente, isso € consequéncia das propriedades de comutacdo e de acdo
dos operadores de cria¢do no estado de viacuo ou em estados com fétons ja presen-
tes.

4.3.2 Fétons distinguiveis: comportamento classico

Quando os fétons sdo distinguiveis, o comportamento cldssico € recuperado. Seja
o estado inicial com polarizagdes distintas,

W) = a} by [vac) = |1y, |1n),. (4.50)

Aplicando as transformagdes

1 i .
—>%a5+ﬁb$, bl — \f \[b;,, (4.51)

obtém-se

al, b, [vac) 2% (\lfcﬂv Lf L)(\’[ H+7bT >\vac> (4.52)

Expandindo o produto,

2

Os termos cruzados ndo se cancelam, pois os fétons possuem polarizacdes
distintas. Em termos de estados,

W) i = <aVaH+ Dbl — S alybh + = b*b*>yvac). (4.53)

i 1 1 i
V) fim = 3 ’1V71H>a+§ !1v>a|1H>b—§ |1H>a|1v>b+§ v, 1u), | (4.54)

As probabilidades associadas sdo:

[\

|iI"=1 " (dois fétons em a), (4.55)
%‘2 = % (um féton V em a e um féton H em b), (4.56)
‘—% ‘2 = % (um féton H em a e um féton V em b), (4.57)
%‘2 = }L (dois fotons em b). (4.58)

Assim, no caso de fétons distinguiveis, obtemos as quatro possibilidades clds-
sicas, cada uma ocorrendo 25% das vezes.
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4.4 Medidas de Bell utilizando o divisor de feixe

Tendo-se estabelecido o formalismo matematico para modelar a acdo do divisor de
feixe sobre fétons incidentes e desenvolvido a intuicao fisica de seu funcionamento
a partir do efeito Hong-Ou-Mandel, € possivel agora demonstrar como o divisor de
feixe permite medir 2 dos 4 estados de Bell.

Como serd visto, usando um divisor de feixe conseguimos distinguir apenas

lv7) e [yT). (4.59)

Nao seremos capazes de diferenciar entre

07) e Jo7) (4.60)

por meio deste dispositivo dptico.

Dessa forma, o protocolo de teletransporte funciona apenas condicionalmente
ao usarmos um divisor de feixe para realizar as medi¢des de Bell. No experi-
mento original de 1997 realizado pelo grupo de Anton Zeilinger [8]], havia ainda
uma outra limitagdo experimental que explicaremos mais a frente e somente |y~ )
era mensurdvel, de modo que o protocolo era bem-sucedido em apenas 25% das
tentativas.

Usando a notagdo desenvolvida neste capitulo, a Eq. (3.18) que representa o
estado global dos tré€s qubits no inicio do protocolo de teletransporte pode ser posta
da seguinte maneira:

'¥)

07) (V) +BIH)) + 3 167) («]V) — B|H))

1
2 4.61
L) () BIVY) 44 v (- pvy). | O

Agora, os trés qubits denotam o estado de polarizacdo de trés fétons. Para chegar
a Eq. (4.61), renomeamos na Eq. (3.18)) [0) por |V), |1) por |H), a por & e be'® por
B.
Por completeza, escrevemos aqui o estado de entrada, o féton a ser teletrans-
portado por Alice (qubit 1):
o|V)+BH). (4.62)

Para realizar a medida de Bell, enviamos os dois fétons em posse de Alice a
um divisor de feixe e analisamos os estados dos fétons resultantes apds o divisor.
Os estados |¢F) e |y™) correspondem aos dois fétons de Alice, sobre os quais
aplicaremos a operacdo matematica que modela a acdo do divisor de feixe. Re-
presentamos essa operagdo por BS ® /. Sua acdo no estado dado pela Eq.
é

(BS®I) |¥). (4.63)

O simbolo BS representa a matriz 2 X 2 que descreve a acdo do divisor de feixe
sobre os operadores de criacdo dos dois fotons de Alice. O operador identidade
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I indica que nenhuma operagdo é realizada sobre o terceiro qubit, isto €, sobre o
féton de Bob.

Para que os cdlculos permanecam claros, o procedimento serd dividido em duas
partes:

1. uma andlise individual para cada um dos estados de Bell acima;

2. aposterior reunido dos resultados para a andlise final.

4.4.1 Caso 1: Acio do divisor de feixe sobre D)

O estado inicial a ser considerado € da forma:
1
(BS®@T)|y) = - BS|®F) @(a|V) + B|H))+
2 \W—/
Mas temos que:

%) = = (), (1, V) V),) = 7 (bl + iy ) 0).

Aplicando a operacdo associada ao divisor de feixe,

T—>—a —F—bT bT—>—a —|——bT

Vit NN

temos apods a expansao e simplificacdo algébrica (os termos cruzados se cancelam):

BS|®T) = 2%@ (af? + b7 +aff +5]7) 10).

Convertendo para notacao de nimeros de fétons:

i
BS |(D+> = E (’2V70>a + ’072V>b + ‘2H70>a + ’072H>b) .

Ou equivalentemente,

BS|®T) = % (12v)4 10}, + 128)4 100, +10)4 12v), +10)4 1282),,) - (4.64)

4.4.2 Caso 2: Acdo do divisor de feixe sobre |®)

Para o estado |®7) = %(WV) — |HH)), a aplicagdo do BS segue de forma ani-
loga, alterando o sinal relativo entre os termos de polarizagdo horizontal e vertical:

BS|@7) = % (12v)410), = 126)4 100, +10)4 12v), = 10)4 1282),,) - (4.65)
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4.4.3 Caso 3: Acio do divisor de feixe sobre ¥ ")
O estado [¥") = \%(!VH> +|HV)) leva a:

L N e
BS|¥*) = ﬁ(aVaH+beH) 0).
Ou seja, temos:
1
BS|¥") = —(|1y1 0),+10),[1y1 .
) ﬁ(l v1a)10), +10), [1v1m),)

4.4.4 Caso 4: Acao do divisor de feixe sobre |V ~)
Como |[¥7) = \%(\VH} —|HV)), o resultado é:

1
BS|¥) = > (afbly —ajzb, ) 10).

Isto €,

BS|¥) =

L
V2

(W) L)y = [Lr) g 1v)y) -

(4.66)

(4.67)

Este estado corresponde a situagdo em que um féton € detectado em cada saida
do divisor de feixe (caminhos distintos). Apenas neste caso isso ocorre e foi esse
fato que permitiu a medicéo do estado de Bell | ) no experimento de 1997 [8].

4.4.5 Interpretacao Fisica e Medida de Bell Parcial

A andlise dos quatro casos revela a limitagdao fundamental da 6ptica linear:

* Casos |®*): Ambos produzem bunching (dois f6tons no mesmo modo de
saida) com polarizacdes iguais. Nao é possivel distingui-los apenas pela
contagem de fétons e polarizacdo nos detectores. Estes eventos ndo permi-
tem identificar univocamente o estado de Bell medido.

 Caso |¥"): Produz dois f6tons no mesmo modo de saida, porém com pola-
rizacdes diferentes (um H e um V).

 Caso |¥7): Produz um féton em cada saida do divisor de feixe (um f6ton
no detector 1 e um no detector 2).

A assinatura experimental tipica é:

* Deteccdo de coincidéncias (um féton em cada detector) — projeta sobre

P,
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* Detec¢do de dois fétons em um dnico detector com polariza¢des ortogonais
— projeta sobre [PT).

Os casos |®*) sdo indistinguiveis entre si em experimentos que fazem uso do
divisor de feixe.
4.4.6 Estado Total Apds o Beam Splitter

O estado completo ap6s a agdo do divisor de feixe é:

) = %[BS\¢+>®(06\V>+B\H>)+BS|<I>‘>®(06IV>*BIH>)
+ BS|¥T) @ (a|H)+B|V))+BS|¥Y )@ (a|H) - B|V))|. (4.68)

Substituindo as expressdes para BS|®*), BS|¥*) e agrupando os termos, obte-
mos:

W) = ), 100, )~ 12w, 100100
% 10)a 203 115~ 10), 2 1),

2
24\/5 v, 1a), [0), (| 1v) = B | 1))

_ Tﬁ 10, [1v, 1), (@[ 1v) g — B |11) )

— 2\f|1v> [1a), (a]ly) g+ B [1a) )

1
2\f|H

A Eq. (4.69) representa o estado dos trés fétons apds os dois fétons com Alice
atravessarem o divisor de feixe. O subindice “B” representa o f6ton com Bob.

+ Ja1v)p (&1v)p+B[11)p)- (4.69)

4.4.7 Probabilidades e Eficiéncia do Protocolo

Observando a Eq. (4.69), existem oito possibilidades de detecgdo relevantes. Os
quatro termos correspondentes aos estados |®*) (dois fétons no mesmo caminho
com mesma polarizag@o) ocorrem com probabilidade total de 1/2. Nestes casos, o
protocolo nao funciona. Detectar dois fétons com mesma polarizagdo no mesmo
caminho pode corresponder tanto a |®) quanto a |®~). Com isso, os estados com
Bob nestes cendrios ndo podem ser corrigidos por transformacgdes unitdrias para
nosdar & |ly)z+ B [1u) g = &¢|V)z+ B |H) g, 0 estado do qubit original teleportado
por Alice.
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Os quatro termos restantes correspondem a detectar |P*). Eles ocorrem com
probabilidade total de 1/2. Nestes casos, o teletransporte é bem-sucedido apés
comunicagdo cldssica e a correg¢do unitdria feita por Bob:

* Medida de |¥~) (um f6ton em cada detector): Bob jd possui o estado dese-
jado (fase global irrelevante).

* Medida de |¥™) (dois fétons com polarizagdes diferentes no mesmo detec-
tor): Bob deve aplicar o;.

No experimento pioneiro do grupo de Zeilinger [8]], ndo era possivel identificar
a polarizacao dos fétons quando dois deles chegavam no mesmo detector. Portanto,
apenas o caso |¥~) (coincidéncias entre detectores) era identificdvel, correspon-
dendo a uma taxa de sucesso de 25%. Para atingir o limite tedrico de 50% com
optica linear, € necessdrio distinguir se dois fétons no mesmo modo/caminho/de-
tector possuem polarizagdes iguais ou diferentes. Por exemplo, precisamos utilizar
detectores que sdo capazes de medir o nimero exato de fétons bem como suas
polarizagdes.

Veja a Tabela .1 para um resumo dos casos em que temos sucesso e fracasso
ao realizar medidas de Bell usando apenas um divisor de feixe.

Medida Assinatura experimental Protocolo funciona?

|dT) 2 fétons no mesmo detector; Nao (indistinguivel de BS |[®™))
mesma polarizagio

|P) 2 f6tons no mesmo detector; N@o (indistinguivel de BS|D™))
mesma polarizagio

[P 2 fétons no mesmo detector;  Sim (necessdria correcio o)
polarizagdes diferentes

|¥) 1 féton em cada detector; Sim (sem corre¢@o)

polarizagdes diferentes

Tabela 4.1: Resumo das quatro medidas parciais de Bell com divisor de feixe.

4.5 Correcoes unitarias de Bob

Como vimos anteriormente, apds a medi¢cao de Bell realizada por Alice e apds ser
informado sobre o resultado dessa medida, Bob necessita aplicar uma corre¢ao
unitaria ao seu qubit para finalizar o protocolo. Sdo quatro operacdes distintas
que ele deve saber implementar, a depender do estado de Bell medido por Alice:

I, 0y, 0 0.0 (4.70)

onde o, e 0, s@0 as portas de Pauli X e Z, respectivamente. Além disso, I representa
a operacdo identidade, isto €, Bob ndo precisa fazer nada caso um certo estado de
Bell seja medido por Alice.

59



Nosso objetivo nesta se¢do € mostrar como essas correcdes sdo implementa-
das experimentalmente quando lidamos com estados de polarizagao de fétons para
codificar os qubits. Veremos que por meio de placas de meia onda [(half-wave
plates (HWP)] podemos implementar as portas X e Z.

4.5.1 Qubits fotonicos e as portas logicas X e Z

Conforme ja discutido na secdo anterior, utilizamos estados de polarizacio de f6-
tons para codificar nosso qubit. Isto €,

|0y = |V) e 1) = |H), 4.71)

onde |H) representa um féton com polarizagdo horizontal e V) um féton com
polarizagdo vertical.

Um estado arbitrdrio descrevendo a polarizacdo de um féton pode ser escrito
como:

W) =al|V)+B|H), |a*+|B=1. 4.72)

Ou seja, podemos ter um superposi¢éo coerente entre os estado |V') e |[H), os quais
constituem uma base no espaco vetorial complexo de dimensao dois.
Na base computacional {|0),|1) }, a representagido matricial das portas de Pauli

sao:
01
o, = (1 O) , 4.73)

1 0
0. = <0 _1>. (4.74)

A porta oy troca os estados da base computacional:
o, |0) = 1), o:|1) =10). (4.75)

Na notagao de estados de polarizacdo de fétons:

o |V)=IH), olH)=V).] (4.76)

Por sua vez, a porta o, inverte o sinal de estado |1):
0:[0)=10),  oz[l)=—]1). 4.77)

Ou equivalentemente,

o.|V)=|V), o.|H)=—|H)| (4.78)
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4.5.2 Placas de meia onda e as portas X e Z

Uma placa de meia onda (HWP) é um componente 6ptico birrefringente que in-
troduz uma diferenca de fase de exatamente 180° (7 radianos) entre o “eixo rapido”
e o “eixo lento”, os quais correspondem a duas direcdes ortogonais. Essa diferenca
de fase equivale a um atraso de meio comprimento de onda entre um eixo e outro.

Quando a luz polarizada incide na placa de meia onda, podemos analisar o
que ocorre com a direcdo da polarizacdo da luz decompondo seu vetor polariza¢io
em duas componentes vetoriais: uma projetada sobre o eixo rdpido e outra sobre
o eixo lento. Como os indices de refracdo s@o diferentes para luz polarizada ao
longo dos eixos rdpido e lento, uma componente viaja mais rdpido (eixo rdpido) e
a outra mais devagar (eixo lento). Assim, fabricando um placa de meia onda com
uma espessura sob medida para uma determinada cor especifica (comprimento de
onda), podemos obter um atraso de fase de 7 radianos entre uma componente e
outra.

Matematicamente, modelamos a a¢do da placa de meia onda utilizando a no-
tacdo introduzida na Sec. [{.2] para representar um feixe de luz monocromadtico
(comprimento de onda A e frequéncia v bem definidos). O campo elétrico de um
feixe de luz monocromaético, propagando-se na direcdo z e com polarizagdo orien-
tada na direcdo fi pode ser assim representado [10],

E = Eycos(kz — ot)h. (4.79)

Aqui, Ey é a amplitude do campo elétrico (seu méaximo valor), k =27 /A e @ =
27v. Além disso, como a direcdo de propagacdo da luz € sempre ortogonal a sua
polarizacdo [[10], entdo fi € um vetor que pertence ao plano xy.

Se o vetor polarizagdo i estiver na mesma dire¢do do eixo rapido da placa de
meia onda (@i // eixo rdpido), temos o seguinte campo elétrico do outro lado da
placa,

E = Eycos(kz — o1)i — E' = Eycos(kz — ot + @)i. (4.80)

Aqui ¢ é o atraso de fase devido a luz se propagar a uma velocidade diferente da
velocidade da luz no védcuo ao atravessar o cristal. Caso a luz nfo encontrasse a
placa de meia onda, terfamos ¢ = 0.

Por outro lado, se o vetor polarizagdo i estiver na mesma dire¢do do eixo lento
da placa de meia onda (i // eixo lento), temos o seguinte campo elétrico do outro
lado da placa,

E = Eycos(kz — ot )i —s E" = Egcos(kz — of + @ + 7). (4.81)

Agora, além de ¢ temos mais um atraso de 7 radianos, devido a velocidade de
propagacdo da luz ao longo do eixo lento ser ainda mais devagar do que ao longo
do eixo rapido.
Usando a representacdo complexa [10], temos para os dois casos:
E=FEy & h — E'=Ey /9% i //eixo rdpido, (4.82)
E=FEy/ = f — EV = E /@t mh i // eixo lento. (4.83)
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Como uma fase global comum néo afeta os estados quénticos, podemos su-
primir ¢'? (ou simplesmente definir @ = 0). E como ¢/k—@1+7) — pilke—on) pim —
—eika=01) "yerificamos que ao longo do eixo lento temos efetivamente um sinal
negativo. No caso em que ¢ = 0, fisicamente isso corresponde a um vetor polari-
zacdo apontando na direcdo oposta aquela que ele apontaria caso ndo houvesse a
placa de meia onda ao longo do caminho.

Dessa forma, se convencionamos que o eixo rdpido corresponde a dire¢do ver-
tical (eixo y) e o eixo lento a dire¢do horizontal (eixo x), temos, pois, apds a placa
de meia onda:

V) — |V), 0 //eixo réapido, (4.84)
|H) — —|H), ii//eixo lento. (4.85)

As duas tltimas equacdes correspondem exatamente a acdo da porta Z nos
estados-base {|V),|H)}. Portanto, pelo principio da superposi¢do, ao enviarmos
um estado arbitrdrio a uma placa de meia onda com seu eixo rdpido alinhado com
a direcdo vertical temos do outro lado da placa:

W) =a|V)+B|H) — a|V)-B |H). (4.86)

A Eq. .86) é o comportamento esperado da ag¢do da porta Z (ou o) sobre um
estado arbitrdrio. Ou seja, provamos o seguinte resultado:

A porta de Pauli o, é implementada por uma placa de meia onda com
seu eixo rdpido orientado na direcdo vertical.

Vejamos o que ocorre, agora, se a placa de meia onda tem seu eixo rapido
girado de 45° (7 /4 radianos) no sentido hordrio. Para descobrir como a polarizagéo
vertical (horizontal) é alterada, precisamos calcular suas componentes na dire¢io
do eixo rapido e lento. Se t e 1 sd0 os versores que dio as direcdes dos eixos rdpido
e lento e se iy (fip) representa o versor da direcdo vertical (horizontal), temos (veja

a Fig. 4.3):

#-1), (4.87)

(& +1). (4.88)

Sl=Sl-

Como a componente da polarizacido na dire¢@o do eixo lento adquire um sinal
menos, apds a placa de meia onda obtemos:

=

fi, — (£ +1) = fy, (4.89)

1
V2
! —1) =n,. (4.90)

-

ﬁh—>

(

S

Isto €, uma polarizacdo vertical torna-se horizontal e vice-versa.
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Figura 4.3: Um vetor de médulo um apontando na dire¢@o vertical fiy tem componentes
sin @ na direcdo T e —cos 0 na diregio 1. Isto é, Ay = sinOF — cosOl. E como cos® =
sin@ = 1/v/2 se 6 = 45°, temos que fiy = (£ —1)/v/2. Analogamente, um vetor de médulo
um apontando na direcio horizontal fi tem componentes cos 0 na direcdo T e sinf na
diregdo I. Logo, para 6 = 45° temos fy, = (£ +1)/v/2.

Na notagdo de estados quinticos temos

V) — |H), fiya45°com o eixo rapido, (4.91)
|H) — |V), ifg a—45° com o eixo rapido. (4.92)

Note que estamos tomando o eixo rapido como referéncia, a partir do qual medimos
o angulo. E usamos a convenc¢do de que um angulo positivo € medido no sentido
anti-horério e um angulo negativo é medido no sentido hordrio.

As duas dltimas equagdes correspondem a acdo da porta X nos estados-base
{IV),|H)}. Logo, pelo principio da superposi¢do, ao enviarmos um estado arbitra-
rio a uma placa de meia onda com seu eixo ripido girado no sentido horario de 45°
em relacdo a direcdo vertical, temos, do outro lado da placa,

W) =a|V)+B |H) — a|H)+B[V). (4.93)

A Eq. (#.93) é o comportamento esperado da agdo da porta X (ou oy) sobre um
estado arbitrario de polarizacdo de um féton. Ou seja, provamos o seguinte resul-
tado:

A porta de Pauli G, é implementada por uma placa de meia onda com
seu eixo rdpido formando um dngulo de 45° com relacdo a dire¢do
vertical.

Para implementarmos a porta ZX (ou 0,0,) basta usarmos duas placas de meia
onda. A primeira delas, com o eixo rdpido formando 45° com a vertical, imple-
menta a porta X e, em seguida, o féton passa por uma placa de meia onda com eixo
répido coincidindo com a direcao vertical. Esta tltima placa implementa a porta Z.

A Fig. [ 4]retrata detalhadamente todas as etapas do experimento do teletrans-
porte quantico realizado em 1997 [8)]. Em particular, representamos exatamente
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onde ocorre a medida de Bell via um divisor de feixe e também onde se deve im-
plementar as correcdes unitdrias por meio de uma placa de meia onda.

HWP
Comunicacio classica: 2 bits

BS
Lasers verdes:
Emaranhados

Cristal Nao Linear

Laser laranja

Laser azul

Figura 4.4: Representacdo esquematica da primeira realizacdo experimental do
protocolo de teletransporte. A notagdo e o significado dos elementos vistos nesta
figura sdo os mesmos da Fig. [d.1} Agora, no entanto, detalhamos como ocorrem a
medida de Bell e a corre¢do do qubit com Bob. O féton que serd teleportado (laser
laranja) e um dos fétons do par emaranhado (feixe verde a esquerda) incidem num
divisor de feixe [beam splitter (BS)]. Se os dois fétons que emergem do outro lado
seguem caminhos distintos, sendo detectados pelos detectores D, isso significa que
medimos o estado de Bell [¥~). No topo, a direita da figura, vemos um placa de
meia onda [half wave plate (HWP)], representando uma das possiveis corre¢des
unitarias que Bob deve implementar em seu féton. Figura e legenda extraidas da
Ref. [9].
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Capitulo 5

Conclusao

A mecanica quantica constitui uma das teorias mais bem-sucedidas da Fisica mo-
derna, embora seus conceitos frequentemente apresentem elevado grau de abstra-
cdo e complexidade matemadtica. Nesse contexto, este trabalho teve como principal
objetivo tornar acessiveis alguns dos fundamentos da teoria da informacao quan-
tica para estudantes do ensino médio, utilizando como tema central o protocolo de
teletransporte quantico em sistemas de dois niveis, conhecidos como qubits.

Inicialmente, foram apresentados os conceitos fundamentais necessdrios para a
compreensdo do fendmeno, incluindo a descricdo matematica dos estados quanti-
cos, o formalismo de vetores de estado, o principio da superposicao e o fendmeno
do emaranhamento quantico.

Posteriormente, foi analisado o protocolo de teletransporte quantico, demons-
trando-se como um estado quantico arbitrario pode ser “teleportado” de um local
a outro utilizando um canal cldssico de comunicagdo e um par de particulas pre-
viamente emaranhadas. A descricdo matematica do protocolo evidenciou o papel
fundamental das medidas na base de Bell e das correcdes unitdrias realizadas pelo
receptor para a reconstrucdo do estado original.

Além disso, foram discutidos elementos experimentais relevantes para a imple-
mentagdo de protocolos de informacdo quantica, tais como divisores de feixe, in-
terferéncia quantica e o efeito Hong-Ou-Mandel. Esses fendmenos ilustram como
principios fundamentais da mecanica quantica podem ser observados e explorados
em sistemas fisicos reais.

Os resultados apresentados demonstram que, apesar da sofisticacdo matematica
envolvida, é possivel introduzir conceitos avancados da informacgdo quantica de
forma gradual e acessivel. Dessa maneira, o trabalho contribui para a divulgacio
cientifica e para o despertar do interesse de estudantes por dreas contemporaneas
da Fisica, especialmente aquelas relacionadas a computacdo quintica, criptografia
quantica e tecnologias emergentes baseadas em fendmenos quanticos.

Por fim, espera-se que este estudo sirva como material introdutério para futu-
ras investigagcdes sobre informacdo quantica, incentivando o aprofundamento em
tépicos mais avancados e contribuindo para a formacdo de novos pesquisadores
interessados na compreensao dos fundamentos e das aplicacdes da mecanica quan-
tica.
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